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第 一 章 “ 称 分 方程 


1. 积分 方程 的 形成 的 举例 ”在 积分 号 下 含有 未 知 画 数 的 一 
切 方程 前 称 为 积分 方程 。 设 求 微分 方程 y= 了 (2, 奶 满足 初始 条 
件 ytso) 一 %o 的 解 。 我 们 已 在 前 面 LII; 5 可 见 过 这 个 问题 后 灶 到 求 
解 积分 万 程 : 


go) =| fm, Wart ono 


干 牙 相公 地 也 可 把 有 已 输 万 始 值 ytzo) 一 加 六 Co) = 态 的 二 阶 微 
芬 方 程 y= 二 了 (x, 9) 的 求解 闫 题 归 圭 到 求解 积分 为 程 : 


yo) = rf Fle, yO 1dst hte), 

把 二 重 积分 变 作 昌 积分 [II; 16] ,可 将 这 方程 写 为 下 面 的 形式 : 
v0)=| (od fl, yd ts—a0)o 

从 积分 方程 

1) yo) = | oo lz, ydz tert em, 


得 到 为 各 9" = 了 (zw, 的 通 解 ,其 中 ci 及 os 是 任 音 常数 ,而 积分 的 
下 限 瞪 为 雳 。 现在 洪 察 关于 二 阶 廊 程 的 这 上 务 问 题 ， 也 就 是 求 满 足 
地 界 条 件 y(0) =a;y 人 0 =6 的 方程 的 解 。 如 在 方程 (1 ) 中 首先 全 
4=0; 再 全 3 一 六 划 得 到 决定 任 童 常数 的 两 个 五 程 , 它 人 输出 : 


全 = C= 2 了 -了 G2f [zs, 92]oz 。 


将 获得 的 值 代 天 公式 (+) ,我 们 把 边界 天 题 引 导 到 积分 方程 : 
(1) 


2 第 一 窑 积 信 方程 

(2) go) =F(2)+| 22 e, yd — 
一 学 | Ga) fs, ya 

其 中 Fe) ot eo 

我 们 可 将 方 积 (2) 等 作 下 面 的 形式 


(3) v0) =F(0) -| Tf, yd 


-2 te, ye 
我 们 引入 十 个 变量 的 画 数 : 


z 人 一 


(4) 下 《2 2) = 
2 ， 当 42 时 。 


异 助 于 这 个 醒 数 ,方程 (3) 可 写作 下 面 的 式样: 
(5) yo) Po) 一 | KC, ofle, y(2)1dzo 


瑟 用 获得 的 和 车 时 到 和 鞭 性 方 种 
(6) YER) Y= wo 
我 们 让 断言 在 边界 条 件 : 
《7 了) yD 一 TD 一 五 
下 区 方程 的 求解 间 题 与 从 线性 积分 万 程 : 


(8) y(2) = Fw) + | Ke Dp)YD 
求 丽 数 jy(2) 蚌 一 样 的 ,其 中 

Fi(n) =F(a) 一 | Els, sos) 
是 依 正 于 变量 5 的 已 知 阔 数 。 


. 
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我 们 看 出 ,在 万 程 (41 内 积分 的 上 版 是 变 县 ,而 在 方程 (87) 内 
各 分 的 南 限 都 是 常 烙 。 还 看 出 , 无 芒 在 万 程 (《1) 内 或 万 程 43) 失 
待 求 替 数 不 仅 在 积分 号 于 出 现 而 及 也 在 积分 号 外 出 现 。 我 们 在 以 
前 [II; 50] 已 见 过 当 秘 用 逐次 迫近 法 以 解 方程 时 这 情况 是 本 重要 
的 ]- 

用 某 套 数 ) 琴 万 程 《6 ) 的 系数 DPtz)， 且 考 罕 在 齐 区 边 四 公 


件 ， 

(9 y(O)=0; y 信 =0 

下 的 齐 次 方程 

(10) y+ PLY = 0 

这 个 齐 示 边界 章 题 引 卫 浏 合 有 套数 和 的 齐 次 积 妇 方程 : 
(1) vlw) 一 站 | KC, py) 


在 己 后 的 茶 本 问题 中 有 这 样 一 个 问题 ， 玲 数 % 庶 取 什 么 样 的 
慎 使 提出 的 疾 题 有 不 恒 等 于 零 的 解 。 在 应 用 富里 埃 方 法 到 数学 物 
理 的 边界 问题 时 , 我 们 以 前 台 钴 过 到 过 这 样 问 题 。 还 应 指出 前 数 
.Er, 和 的 荣 些 特征 ,法 个 丽 数 叶 做 积分 方程 的 核 。 这 个 核 在 由 不 
等 式 0 过 ?二 1 及 0<z 志 1 所 确定 的 正方 形 加 内 是 束 炉 的 。 在 这 个 
正方 形 的 对 人 角 克 上 , 亦 朗 在 2=z 时 , 核 的 一 阶 导 数 有 了 跳 跟 : 

Elm, 2) so:0—R (rt, 2) | 0 一 一 ]。 

其 次 , 如 果 把 担 到 的 楼 浅 作 2 的 丙 数 ,在 对 鱼 妈 的 计 而 , 这 机 
数 是 间或 方程 y" =0 满足 齐 识 边 界 条 件 ( 9 ) 的 解 。 最 后 我 们 指 
山 ,由 等 式 
(19) Etz, 2 一 及 (人 2 
所 表现 出 的 核 的 对 称 性 质 。 核 的 所 有 这 些 性 质 立 部 从 有 式 {4) 显 
出 。 

炉 E (ez) 具有 简单 的 物理 意义 。 我 们 回忆 , 当 第 中 力作 用 


+ 第 一 谷 ” 积 郁 方 程 


在 有 十 瘟 固 定 的 灶 的 -一 点 x=# 了 时, 在 力 所 作 用 的 这 点 处 应 有 条 件 
11;103]: 
Fol rmt 一 (We) ce] 一 一 也， 
其中 是 作 肝 力 的 大 小 。 不 难 驴 赴 的 是 : 醒 数 
wp) = 误 E(w, 2) 


其 出 在 上 面 提 到 的 第 中 力 的 作用 下 蓄 的 静 力 论 曲 的 形状 。 这 时 我 
_ 们 注意 , 在 诅 力 情况 内 堵 的 波动 方程 简单 地 归 精 到 方程 ws 一 0。 
我 们 这 里 就 最 入 单 情形 来 训 的 , 把 边界 问 题 引导 到 积分 方程 的 稀 
种 思想 ,将 在 第 四 章 里 洋溢 到 。 

我 们 和 指出 把 数 学 物理 的 边界 半 题 引导 到 积分 方程 的 一 个 特 
礁 廊 法 。 以 前 公用 下 面 形 式 : 


ul Mf) = | PMD) 
来 定义 球 壳 的 势 丽 数 ,其中 pC 下 是 在 球面 上 的 已 知 面 数 ,由 是 
球面 的 面积 元 素 , 而 有 是 空 类 点 到 球面 上 变 点 Mr 的 蚂 奖 。 识 
nn 是 球面 上 菜 点 M 的 法 线 方向 。 用 (2 ) 及 (2 ) 


改 示 当 变 点 对 从 球 的 内 部 及 外 部 赵 于 点 名 ,时 导数 -2 人 的 要 


版 值 。 我 们 以 前 [IIIz;138] 丛 引出 过 下 面 的 公式: 


(2 ) = : 才 pf 9 ~ ds+ rp (M0), 


如 


Ga) 
(2 ) = -用 CD 82 ds rp (Mo) 
其 中 中 是 从 点 又。 到 球面 F 变 点 前 ' 的 距 议 ,而 w 是 向 径 型。 与 
方向 如 的 交角 。 

在 后 一 章 中 我 们 将 见 这 绩 信 式 不 仅 对 于 球面 有 效 。 现 在 我 们 
提出 对 于 球面 的 诸 供 最 内 部 阿 题 ,也 就 是 , 琢 求 一 男 数 它 在 惑 的 内 
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部 是 误 和 的 ; 且 它 的 法 科 导数 在 球面 上 有 已 知 边 界 值 : 
(14) | Mo), 


委 求 的 画 数 % 将 是 球 完 的 势 男 数 的 形式 。 这 个 势 画 数 在 球 的 内 部 
是 调和 的 , 上 凡 只 要 选择 这 个 势 夯 数 的 密度 p(W ) 使 它 也 满足 边界 


- 条 件 (14)。 注意 公式 (13) 中 的 第 -一式 及 这 寞 条 件 (14) , 我们 获得 


决定 等 求 密 诬 有 的 下 面 的 积分 方程 : 
2rp {Mo) =f (Mo) + || pM') Oe ds。 


我 们 看 出 ， 在 已 粮 慷 况 下 国 数 六 于 ) 及 pt 邓 ) 必须 确定 在 球 
面 上 , 且 积 分 不 俐 上 例 中 那样 展 布 在 0 四 的 区 辣 上 丽 是 在 球面 
上 。 

2&， 积 分 方程 的 分 类 ”我 们 间 时 只 考 虚 这 样 情况 的 线性 积分 
方程 ,此 的 得 求 画 数 应 确定 在 0 困 - 上。 我 个 写 积 代 三 姐 


(18) ya) = Kl, Wyatt (e), 


其 中 #2) 是 等 求 图 数 , 而 f(z) 及 长 (%， 四 是 已 知 泵 数 。 你 前面 已 
既 提 漳 过 的 ,两 数 正 (2 ?) 称 为 积分 方程 的 楼 。 

所 写 的 方程 狼 为 混 尔 特 拉 短 二 种 方 稳 。 具 有 常数 积分 限 的 相 
仆 方程 : 
(16) sg 人 (一 | Kls, ty) detf (a) 
称 为 弟 列 德 和 莹 自 二 种 方程 。 若 待 求 画 数 仅 出 现在 积分 号 下 , 册 
我 们 获得 泪 尔 时 拉 或 费 列 德 和 荣 毓 -种 方舟 ,它们 有 各 下 的 形式 : 
GD) | KC, Dyas); [ ECo, Dy)dr=fi le) 


作为 瀑 尔 转 拉 第 一 种 方程 的 皇 就 是 以 前 [II; 79] 甬 径 庙 过 的 
吾 挫 条 而 程 ， 


多 综 一 章 ” 称 路 方 往 

我 偶 荐 出 弗 列 德 和 沁 第 一 -和 祥 方 程 的 -- 个 例子 。 府 %(D 是 当 
圭 其 有 对 于 单位 长 计算 的 连 粮 分 布 的 茶 蛋 pCz) 时 赤 的 规 力 窒 曲 。 
我 们 移 把 这 个 如 粮 分 布 的 珍重 玫 作 集中 荷 重 2(2D2 的 和 。 繁 一 
这 样 集中 商 重 ,按照 .上 池 所 述 , 使 我 们 得 到 各 的 均 力 弯曲 如 下 : 


I jr， , 
2 Ds) ds, 


其 中 下 (%, 2 由 公式 (4 生 ) 来 确定 。 取 积分 ,我 们 获得 在 连 种 分 布 的 
荷 重 下 灶 的 更 力 压 申 : 


dlr) = 蕊 -| Ki(lr, sn A 。 


若 栓 曲 w(w) 笋 作 已 知 , 而 求 树 应 的 入 重 0i2) ， 这 方程 就 是 部 型 德 
和 莹 第 一 种 方程 。 

我 们 注意 , 瀑 尔 特 拉 方 程 是 弗 列 给 和 蒙 方 程 的 特殊 情况 。 向 
实 上 ， 车 我 们 将 以 前 定义 的 核 〖 (2, 2) 预 此 加 以 条 件 : 当 zz 于 
五 (7, 2 一 0， 划 在 滥 尔 等 批 方程 内 可 对 于 z 从 2 一 5 到 xs 一 8 取 积 
共 。 

以 后 我 们 几乎 专 致 力 于 第 二 种 方程 ， 忆 二 要 是 弗 询 德 和 蒙 第 
二 种 方程 。 我 们 在 解数 学 物理 的 边界 问题 时 沟 党 吉 到 的 正 是 这 种 
方程 。 第 二 种 方程 的 理论 较 之 第 -- 种 的 简 音 得 多 。 前 面 已 都 各 到 
赵 , 若 在 积 从 号 外 存 待 求 夯 数 , 就 自然 地 可 玉生 用 汪 刀 迫近 法 。 

积分 方程 的 理论 在 很 多 地 方 与 柳 性 代数 的 则 题 相 侯 , 关于 代 
数 问题 我 们 已 在 第 三 车 内 简明 。 我 们 回忆 , 在 % 杂 空 六 内 有 形 
IIIT;25]: 

镇 二 2 二 
的 线性 变换 且 在 写 出 的 变换 中 系数 xu 钥 眠 了 短 障 。 这 变换 可 用 
另 一 个 样子 写 为 以 下 形式 : 
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=A, 
其 中 丰 f 9) 是 原来 向 量 , 儿 0， oa Yn) 是 变换 后 向 量 ， 
而 闷 是 由 对 数 ez 组 成 的 年 障 ， 在 积 牙 方程 的 树 况 用 通常 在 某 区 - 
向 [4, 如 内 确定 的 画 数 来 代 赫 猴 空间 的 向 量 。 用 核 届 (ze, 区 来 ， 
代替 系数 eax 的 年 阵 ， 且 用 积分 过 程 来 代 蔡 求 和 ,因而 在 所 考察 的 
情况 到 性 变换 可 表述 如 下 公式 : 


{18) vr) -| 到 (x, 2 M2 dz, 


其 中 (是 原来 面 数 ,而 YK) 是 变换 后 商 数 。 
其 葡 , 我 俏 回 刀 所 谓 征 了 4 的 特征 值 量 指 参数 和 这 样 的 值 , 它 
怀 方 程 
可 和 一 六 浊 
有 不 等 于 雳 的 解 mg。 以 后 我 们 将 称 套数 和 这 样 的 值 为 核 素 (z; 允 
或 相应 变换 的 特征 人 秆 , 它 使 齐 次 积分 方程 


(19) 92) a) Es, yd 


有 不 恒 锻 子 需 的 解 。 我 们 生出 ,此 处 在 套数 和 的 引用 方面 ,与 前 面 
指出 的 代数 问题 基 不 完 至 相似。 如 果 完 侍 相 伺 地 素 引 用 ，, 我 们 必 
须 代 符 局 9) 而 写 出 下 列 方 程 : 


OL 


雇 后 在 积分 方程 的 全 部 理 敬 中 我 们 牌 避 持 友 式 (I9) 的 形式 。 

还 要 注意 , 使 夯 数 wu{fo 对 应 于 同一 西数 wz) 的 恒 等 变 换 [出 
就 是 也 yto2) 与 屿 0) 等 同 的 变换 ] 不 能 表达 为 积分 形式 (18) 。 

在 天 级 积分 方程 的 理 敌 时 ， 白 然 必 须 关于 核 可 (ta 区 .以 及 画 
数 记 9 及 3 人 作 某 些 假 蕊 。 

如 网 已 交 失 到 过 的 ,我 们 入 将 专 到 力 于 _ 萎 铺 如 的 积分 方 香 
过 滤 汉 和 多维 情 奖 的 方法 筹 在 下 睾 指出 。 


8 第 一 章 积 勇力 程 


好 后, 我们 指针 ,全 后 通常 认为 已 知 太 待 求 男 数 都 是 复 轴 数 ; 
Erle, 2 = Elz 2) Rott, 2)1} 
fy = ft) FT fat) 
YE) — (wm) + Yaw, 
鞭 中 天 st 划一 2) 都 是 实 图 数 。 自 变量 永远 愉 
论 为 是 实 的 。 
和 在 下 方 中 我 们 将 回忆 平 葡 酚 数 系 的 性 里 且 对 于 这 个 兽王 添 灿 
荣 些 补充 。 这 对 于 简 分 方程 理论 的 疗 有 明 葡 是 必要 的 。 
忆 后 将 常 常 膏 到 有 了 服 闭 区 于 a 志 sw (也 就 是 这 样 的 区 间 , 它 
包含 两 端点 在 内 )。 我 们 总 是 用 符号 fa, 妆 训 这 样 的 区 身 。 
3. 正 葡 丽 数 勿 ”在 区 疝 [a, 中 内 为 连 祝 的 实 画 数 


(20) Pk) Palm) y's 
如 果 有 

和 D， 当 关 关 时 
1) ACLAGL | 

" I, 当 p=g 时 ， 


剧 讲 这 些 实 丽 数 在 区 章 内 构成 正 变 标准 秒 。 
功 太志 是 任 一 实 夯 数 ;在 区 霹 [e, 3] 内 是 连 疆 的 。 下 数值 


C22) “| fo). (ode 


称 为 画 数 7 (z) 关 于 系 (20) 的 富里 埃 丢 数 [ 隐 1I;156] 。 自 cx 的 害 
义 我 们 有 等 式 : 
由 由 .19 wy nh 
Ga) | [OO-ag(s] wo-| [fd 
这 等 式 把 醒 数 f(x) 在 用 宇 的 窗 里 埃 闹 数 的 部 份 和 %(2) 来 代 蕉 时 


所 得 的 平方 中 值 喘 其 表示 为 其 式 。 从 到 式 (23) 显 寺 以 嗓 为 普通 项 
的 乱 穷 航 数 有 的 收 化 性 且 有 所 前 自 塞 尔 不 等 式 : 


所 


3， 正 洋 获 数 采 9 


C24) Sa<| [ede. 


车 对 于 任何 连 炳 画 数 了 (x) 在 到 式 (24) 中 等 号 成 立 , 也 就 是 若 对 于 
性 何 连 粳 耐 数 有 所 宰 完 鱼 公 式 : 


C25) | Ef) a= Se, 


则 谓 系 (20) 是 完备 的 。 完备 公式 表现 出 这 样 事 实 :当面 数 fo) 代 
以 它 的 富里 拨 绥 数 的 部 份 和 sg (内 有 时， 则 当 ，” 无 限 雹 大 时 平方 中 什 
谈 差 趋 于 涩 。 还 要 回忆 , 若 我 合作 积分 
Fo- 访 cooJe 

其 中 mx 是 任意 实 系数 ,如果 条 取 or 等 于 西数 了 (z) 的 窗 里 堵 系 数 ， 
则 这 个 积分 的 值 将 为 最 小 [II;I49]。 

到 现在 为 目 , 我 们 设 画 数 ps(o) 有 f(z) 是 过 炳 的 。 上 面 所 说 
的 一 要 在 更 一 般 情 况 下 也 保持 正确 的 。 例如 , 可 以 闹 这 些 画 数 是 
有 界 的 已 有 有 限 个 不 过 业 点 。 我 们 注意 , 这 时 上 面 写 出 的 所 有 积 
贡 显 然 都 有 意义 。 

届 px(2) 是 过 入 的 ,而 f(z) 在 区 间 [e, 站 内 除了 一 点 2=a 欠 
起 才 关 池 术 的 ,在 法 点 的 站 是 所 曙 的 ， 并 且 


C26) fo) | < 


其 中 忆 太 a 是 常数 有 0<a< 于 。 这 时 LF(o 了 是 可 税 的 [II; 9， 
县 不 等 式 {124) 的 考 虹 完全 保持 将 效 , 并 县 所 有 积分 者 有 海 义 。 正 
次 国 数 理论 的 最 为 自然 的 扩充 需要 共 他 积分 概念 。 我 们 将 在 第 五 
等 了 予以 阿 明 。 

以 后 ， 如 果 油 有 相反 声明 , 我 们 将 假设 一 切 画 数 都 是 连 粮 
的 。 - 


in 第 一 童 积 届 廊 程 


我 们 来 证 朋 一 个 初等 的 引 理 。 若 oo) 在 区 册 [a, 下 内 是 束 炉 
日 非 和 的 图 数 ， 又 
(27) | saz=0， 


其 (zg) 在 区 中 [2, 下 内 恒 等 于 者 。 起 我 们 的 断 童 不 正确 ， 且 在 所 
提 到 的 区 骨肉 的 某 点 2=e 处 有 (0) >0, 则 对 于 充分 小 的 正 数 s， 
醒 数 am{ 罗 在 区 闻 Te 一 e, ec 十 6] 内 葡 是 正 的 , 且 设 mm (之 外 是 它 在 这 
区 尚 内 的 最 小 值 。 由 于 (2) 的 非 贷 性 ,就 有 : 


十 人 + 
| ozjaz>| tw) dz>| mAs = Dam, 
有 TF CE 


而 这 与 条 件 (27) 并 盾 。 

在 [IIIi;31] 中 我 全 已 多 过 , 若 有 了 个 线性 无 关 的 向 量 , 剧 总 
可 以 做 出 冰 样 多 个 责 南 正 变 旦 标准 的 向 量 , 使 原来 的 向 量 主 由 新 
同 最 线性 表 出 , 反之 也 是 一 拌 。 这 一 切 对 面 数 来 部 也 完全 适 胃 。 
识 由 本) 
是 在 La, 站 广 速 绪 旦 线性 扰 关 的 ,他 合 常 和 水 数 ox 的 恒 等 关 有 系 式 

- mbt) tonne) D0, 
只 当 这 些 柔 数 都 每 于 雾 的 情况 成 立 。 涉 在 我 们 来 作 在 fa , 9] 办 为 
正 变 且 标 准 化 的 莉 函 数 : 

Pie en ， 

使 gx() 可 由 示 12) ，… 中 x (8) 秋 性 表 出 , 度 之 ,一 切 业 (2) 也 可 
由 81(2) xk) 入 性 表 出 。 为 简写 起 见 , 我 但 引用 代数 中 全 
娩 用 过 的 妃 导 ,， 即 用 记号 《7 到 来 表示 莱 积 了 (w)F'w) 在 区 商 
Le, 妇 内 的 积分 : 


(六 可 -| flo)F (w)doe 


殴 数 灿 (%) 的 焉 变化 手 绩 , 亦 邹 画 数 px 的 蜀 成 手 粮 ,; 按 以 
下 方式 进行 : 


3， 正 实 梢 煞 要 1 


Wi {zr) 


10) Th 
Ma = alm — Ca pI) PI CE) mole) -7 
Xs CF) = pale) hs Fa pT)— Cs po oa) 一 7 


Kn (0) = hn CH) — Cn Pn) Pm (8) — 7 — Coins P1) Pit); 


dm (0) 
Pm (ee) (Xm, Xm 


画 数 or (2) 与 pCz) 只 相差 一 -个 常数 因子 ,这 个 因子 加 到 xi(2) 是 
为 了 使 这 些 画 数 标准 化 。 亦 凶 为 了 使 它们 的 平方 在 [e, 到 上 积 俘 
竺 于。 居所 写 册 的 公式 立 印 最 出 在 几 (z) 及 prtz) 之 章 的 重 性 
相关 狂 , 正 总 我们 前 面 所 说 的 。 还 又 注意 ,在 贡 数 zf(o) 中 ,没有 一 
个 可 变 为 恒 等 于 霉 , 因此 (xi,xx) 于 0, 因为 比方 入 要 是 有 xfze) 三 0 
的 话 , 旭 可 引 到 gafo) 及 ys(w) 之 间 的 移 狂 相 美 性: 
Wat) — Ca, P11) p(t) =0, 
这 归 赫 到 击 (2) 及 由 (5) 之 间 的 各 性 相关 性 , 而 与 诬 丽 数 汪 , (0) 
的 线性 多 头 的 假 琉 了 矛盾 。 应 用 引 理 , 从 已 确定 的 看 实 站 即 得 出 
(xx XH OD. 央 为 , 百 基 应 有 x# 生 0。 这 样 - -来 ,确定 苹 数 px 的 一 切 
公式 都 有 意义 ,区 数 zxt2) 与 已 经 作 好 了 的 画 数 pl fr) ，9ps(z) …， 
人 Px- 的 正安 性 可 牛 次 答 鹏 。 例 如 : 
(zs Vi) = Cha, 1) 一 Cs $1) (P11) = 
= (pa Pp — (Ws #0) =0, 
婚 有 oa 及 pst#) 的 正 次 标 维 性 ,得 : 
(za P10 = Ws, PI) 一 Cbs, pa) (fs P12 一 (Way 91) (Pi P31) = 
= (Yas PI 一 (Wa, P1) =0, 
何 样 也 有 (x3， ps) 一 0 等 等 。 


| 


1 第 一 涪 ” 积 代 方 得 


汪 要 注意 正 交 标 准 系 的 某 些 其 他 性 瞻 。 
玲 国 数 条 (20) 是 完备 的 , 量 珊 基 束 镇 而 数 (2) 的 所 有 富里 埃 
基数 部 等 于 需 , 换 得 话 褒 , 就 是 黄 束 积 出 数 了 (4) 与 所 有 硬 数 px(z) 
都 匡 正 交 的 ; 
| flo) ple) ds-0, (=1, 2, .yo 


备 公 式 答 出 : 


bi 


六 cross-o 


由 于 引 惠 , 推 知 了 (x) 恒 等于 零 。 
仍然 加 到 一 般 情 况 , 且 识 


(28) pre) 


是 面 数 赤 om 的 富里 堵 航 数 。 我 们 不 能 肯定 般 数 (28) 的 收 黎 性 , 证 
上 且 如 果 它 是 收 全 的 ,也 不 能 肖 定 它 徇 和 签 于 了 (x)。 设 航 数 (28) 在 
区 新 [6, 习 内 是 一 致 站 化 的 。 守 出差: 


太一 了 z) 一 > Crp (Cy) , 


肯 冉 改作 全 是 束缚 夯 数 ， 则 户 (2) 也 是 这 德 的 。 将 上 等 式 的 两 映 
策 以 pr) 上 且 取 积分 , 并 由 报 数 的 一 致 收 冤 性 , 其 可恶 项 积分 , 又 
由 于 函数 条 4209) 的 正 交 标 准 性 , 得 : 


AOTAGL NO ROL ET 


印 然 % 都 是 示 数 (4) 的 富里 块 系数 , 旧 右 端的 差 等 于 零 , 因 此 , 状 
画 数 .六 的 富里 起 失 数 是 一 致 收 北 的 , 妈 Fe) 与 它 的 富里 堵 圾 数 
的 差 产 ( 信 的 所 有 富里 埃 系 数 都 等 于 租 。 队 此 应 外 , 如 果 系 (20) 是 
完备 的 ,由 于 前 面 所 说 的 ,得 出 下 面 转 论 : 若 了 (20) 是 完备 的 , 且 素 
可 加 数 f(z) 的 祠 里 埃 航 数 在 区 并 [4, 5] 是 一 致 收 伍 的 , 剧 它 和 的 和 
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给 于 了 (zp) 。 

还 村 注意 一 个 基本 情况 ， 郎 正 变 画 数 常 是 线性 无 关 的 。 事实 
上 , 设 有 某 关 系 式 : 

| EA 

笠 雨 器 习 成 oem 他 = 工 2,…，m) 且 取 积 分 ,由 于 男 数 柔 (20) 的 
正 交 标 淮 性 ,我 们 得 a 一 0, 亦 序 所 有 系数 必 竺 于 圭 。 

土 面 记 惟 的 一 斯 ,可 立 部 推广 到 实 变量 “ 的 复 画 狼 的 情形 , 并 
外 下 面 形 式 的 栈 数 

Partm) =pr tT) 二 区 和 《一 开 ， 号 ， 

甘于 这样 夯 数 已 在 前 西 讨 过 [Lli; 和 名] 。 这 时 图 数 系 的 正 交 禾 及 
标准 性 笋 下 面 的 等 式 吉 这: 
0 当 包 天 2 时 ; 
1, 当 p=g 时 ， 
其 中 a 照例 下 示 a 的 共 瑟 数 。 人 性 何 复 巡 糖 画 数 的 富里 埃 系 数 由 下 
面 等 式 来 确定 ; 


(22)) “=) f(0) Ten。 


在 以 后 各 公式 中 , 我 们 处 处 以 这 些 值 的 模 的 平方 来 代 震 原 慎 
的 和 下方 。 于 是 代替 公式 (23) 的 稀 是 下 面 的 公式 ; 


(28) | fOrplo)| az- 1f(0) le Hl, 
而 员 塞 尔 不 等 式 将 是 : 
(24) Sop<| (la, 


完全 与 前 面 一 样 ,但 可 进行 正 痰 化 手术 ,只 要 符号 (Ff, 了) 由 以 
_ 下 等 式 来 定义 : 


(21) | 


UF) =| fo) Faso 


14 弟 一 章 积 于 方程 


像 以 前 一 样 ,可 定义 完备 姓 的 概念 ,二 可 证 明 前 面 提 到 的 一 切 座 外 1。 
候 式 (28j) 完 人 与 公式 (23) 一 样 地 得 以 狐 明 。 考 在 种 分 
[7 Saprlo)! ez [0 -Bape) 7 

~ Poprt®) |de 
中 ,打开 括 缴 民 应 用 (211) 及 (221) , 剧 得 到 (231)。 
福 意 ,车 w(z) 是 连 芒 复 丽 数 ,日 不 便 等 于 堆 , 则 
C0, wm) -| mr) el) do=| /mm 0 , 


积分 的 通常 人 性质 明显 中 可 应 用 到 复 酌 数 的 积 共 ,如 带 数 因子 可 放 
在 积分 缚 志 ,和 的 积分 洪 等 等 。 

我 俩 回忆， 6482) 十 D5 (2 和 x4 2) 十 (2) 亦 部 fr go) 十 
十 中 Jw 局 一 [un (C2) 十 C2) 训 | 一 8 表 异 于 分 别 日 独 地 及 (2)>w (9) 
及 nt2)->2(w) [LII;;11。 相 似 的 说 明 , 关 于 一 孩 四 襄 性 当 败 岂 居 
正确 前 。 对 于 一 致 收 喜 的 序列 就 能 够 在 各 从 号 下 取 醒 限 [IT; 145] 。 
积分 学 中 的 其 余 定理 , 测 如 , 惊 加 于 套数 的 积分 以 及 在 积分 屿 下 求 
条 分 的 定理 由 保 持 有 就 。 刹 用 实 部 及 碟 部 的 分 离 , 一 切 就 归 到 对 
于 实 夯 数 相 应 的 定理 。 

还 赤 注 意 , 布 里 亚 柯 尖 斯 基 不 等 式 [III ;人 2] 岂可 庶 用 到 复 栈 
上 。 

事实 上 ,有 [IIIs; 4 : 


| Fs | FC)| Poyles， 
从 而 应 用 布 里 亚 柯 夫 斯 基 不 等 式 于 实 画 数 ,PKe) | 及 ifo(2) 1 ,得 : 
| ,f 0) fa do| <(| GO 人) lep) < 


<| A fan] PPa。 
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上 面 的 一 切入 让 ,都 是 考虑 傅 不 于 一 个 谈 量 的 范 数 ,而 这 个 恋 
及 在 区 间 [4, 站 内 变动 。 所 有 叙述 对 于 确 定 在 玫 面 上 ,三 条 或 入 礁 、 
空间 内 的 某 有 限 区 坡 或 曲面 上 的 醒 数 都 可 以 逐 字 地 重复 一 通 。 芝 
时 ,当然 必须 对 于 相应 的 区 域 取 积分 。 . 
融 三 是 在 平面 上 ,在 空间 内 或 曲面 上 的 有 限于 区 坡 ( 亦 即 这 区 
域 的 境界 上 一 切 点 也 色 售 在 内 }B 内 的 变 点 。 和 如果 
| 如, 当 尹 关子 时; 
工 , 当 2 一 时， 
别 画 数 or (一 般 地 主 , 是 复 的 ) 佐 成 正 交 标准 系 。 此外, 虽 巾 我 
们 只 写 出 一 全 积分 符号 ,但 必须 翩 为 是 二 重 , 三 重 或 曲面 积分 。 用 
do 配对 于 变 点 卫 取 得 鸭 相应 的 积分 元 秉 。 例 如 ,在 第 卡 尔 伐 标 
中 二 重 积分 的 情形 ,我 由 有 dop=dz dy。 fCP) 的 定 里 堪 系 数 符 
是 


| %,(P) PE dr= 


o= | f PY BP) dp 
且 具 塞 汞 不 等 式 号 为 这 样 : 
ll:<| IF) sar 
车 f(P) 在 @ 点 有 跳 路 , 则 代替 条 件 (26) 应 当 假 酸 
OP) I < 


其 中 7 是 距离 PQ 且 a<， 此 处 对 于 二 重 积分 或 曲面 积 苍 的 情 


驶 n= 2, 而 对 于 三 重 积分 剧 n=8 。 
4， 哇 列 德 和 只 第 二 种 方程 ”我 们 从 一 个 变量 的 情况 着 手 妆 
明 积分 方程 及 弗 型 德 和 豪 第 一 种 积分 方程 : 


(29) gp 人) ~ 全 二 | EG, Dp 


16 第 -- 台 ”可 委 万 程 


的 型 渝 。 

我 们 指出 基本 假发 。 我 们 艘 恤 核 区 Ge 在 正方 形 各 内 是 雨 
个 变 王 G3, 轨 的 复 速 稿 丙 数 ， 而 如 是 用 不 筹 式 :ass 二 pasts0 确 
定 的 , 日 已 知 画 数 7s) 是 在 区 浊 [ee 人 内 药 复 速 糖 画 数 。 寻求 的 
解 也 外 于 迪 续 画 数 类 中 。 白 然 要 假 表 核 六 (3, 蕊 在 正方 形 和 内 不 
恒 等 于 需 。 理 有 姑 方 程 429, 变 让 ofs) 一 (8) ， 

在 柜 的 加 灶 性 的 假设 下 , 当 任 意 选 取 速 硅 茵 数 #! 旭 时 ,积分 


(30) vs) -| Ge， Dultat 


糖 出 这 粮 画 数 5 ， 亦 即 上 式 将 达 纺 醒 数 zf 变 为 仍 的 是 连 策 的 
醒 数 史 8j。 第 一 般 的 畏 况 , 苦 误 坟 是 具有 有 限 个 不 连续 点 的 有 
界 画 数 (|& 的 | 关中 , 剧 积 分 (30) 有 意义 , 且 可 写 : 


(8D vet -os) {| [EGR, OD) -Fs, OIu() a 


从 而 osth) -ol SO| [EF(sth,D) —K(s, la, 


由 于 楼 的 连续 性 , 当 因 >0 时 , 右 端 趋 于 零 ,因此 也有 |v(s 十 有 一 

一 0(8) 1 一 0, 艾 即 (9) 是 速 各 画 数 。 于 是 积 分 (30) 不 仅 变 速生 画 数 

为 加 入 画 数 ,而 且 抬 有 有 限 个 不 速 粮 点 的 有 盘 郴 数 变 为 速 粮 画 数 。 
应 用 布 里 亚 柯 夫 斯 基 不 等 式 [3 ] 于 (31) ,得 : 


(82) ogg 十 由 v0) | IK(Csth, ) KG, t) 13aix 
x{ lut) |?a, 
由 此 和 看 出 , 浴 引 ) 在 某 些 点 的 淹 城 内 苇 至 变 为 乱 界 , 热 而 积分 
GI 


有 意义 [例如 四 满足 条 件 (20)] , 居 。(9) 将 还 是 连续 画 数 ，。 
转 到 方程 (29) 且 记 起 关于 核 六 4 引 及 自 岂 项 了) 的 速 糖 性 
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的 假设 , 例如 假设 p(s) 是 共有 有 限 个 不 速生 点 的 有 界 画 数 ， 妈 地 
于 上 面 所 吏 的 , 我 位 可 扬 首 , 式 中 碳 端 的 雨 项 寿 是 过 村 的 , 因而 得 
至 p(s) 也 应 当 是 连续 而 数 。 这 样 一 来 , 只 求 方程 (29) 的 速生 解 的 
要 求 是 后 自然 的 。 
例如 , 若 设 区 (s, 乡 是 束 续 的 ,而 /Cs) 是 具有 有 假 个 不 速生 点 
的 有 界 画 数 , 则 解 p(s) 自然 也 是 丑 于 有 有 限 个 不 连 绪 点 的 有 界 匡 
数 类 中 。 我 们 将 恒 f(s) 是 和 这 千 的 。 在 数 兴 物 理 中 常 遇 到 核 是 不 
速 糖 的 情况 , 我 们 将 退 一 些 加 以 研究 , 暂 旦 还 是 假 栅 核 到 (3, 从 及 
f (者 是 速 逢 的 ,如 上 所 指出 , 解 9 (9) 也 在 回转 画 数 类 中 。 
代 赵 方程 (29) 我 们 来 研究 具有 参数 的 方程 


(88) PI + Kls, dp, 

从 (38) 合 和 =1, 得 到 方程 (29)。 我 们 往 裔 为 不仅 可 取 实 数 ， 
而 县 也 可 以 是 复数 。 合 一 ja 十 jat。 解 p (9 志 语 当 是 香 画 数 的 形 
式 p (8) 一 gx(s) 十 ga(3)6。 例 如 ,车 下 (s, 蚊 及 .79 都 是 卖 的 , 旭 代 
入 (88) 中 生 分 高 实 部 及 者 部 ,我 们 得 到 关于 pi(8) 及 gs(s) 的 下 面 
的 方程 想 : 


Pi =f) +a] EKG, Pr 一 和 | ECs, 0) pa at 
p20) Sh 正信 ps 的 不 二 ja Ke, Dp 


以 后 在 叙 谣 理 蕉 时 ,我 们 不 采用 这 个 方程 租 ,而 是 让 接 研 究 方 
程 (88)。 我 们 写 相 应 的 卉 次 方程 : 


C84) p(s) = Kls, tp 
它 有 明显 的 解 p(s) =0, 我 们 次 它 为 雪 解 。 如 在 [2 ] 中 所 提 到 的 ， 


rr 


的 或 对 应 积分 态 程 的 特征 秆 , 而 广 列 


18 嫩 一 闽 、 宫 分 方 各 
+ 
(85) 多 全 一 和 | KG, Dp 


的 - - 切 不 为 夫 的 解 都 称 为 对 应 于 将 征 伴生 的 装 征 而 数 。 和 0 
显然 不 是 特征 值 ,因为 此 时 由 (35) 扒 出 9 《9) 二 0。 

让 于 方程 135 是 线性 乔 京 的 , 巷 pi(3) pafs)i ppmfs) 是 对 
焉 于 亲 一 个 特征 值 一) 的 特征 画 数 ， 册 从 宅 个 做 出 的 系数 为 复 
常数 的 任何 碎 性 租 合 
(B86) Pa) =cpils) + cgs 4 onpn {8) 
也 六 是 办 程 (85) , 因此 只 要 仅 式 (386) 中 的 g G3) 不 恒 等 于 全， 它 就 
也 是 特征 画 数 。 若 gi1(9) ,af8) ，…， pmts) 是 线性 无 关 的 ,， 则 仅 
当 所 有 系数 co 者 等 于 雾 时 考 有 恒 等 于 零 的 情况 。 我 人情 以 后 将 指 
出 ,对 于 任 一 特征 秆 入 = 加 ,存在 着 这 痒 的 有 人 限 个 厂 性 扰 甘 的 特征 
图 数 grka pa orifs)， 只 要 赋 子 系数 以 一 切 可 能 的 和 值 ， 
朋 有 公式 (36) 葵 出 琅 程 (3 站 的 一 切 解 。 

粗 友 对 应 于 竺 征 秆 入 = ;的 特征 贡 数 章 这 种 完 至 粗 可 凡 有 不 
同 力 式 。 假 识 我 们 已 作出 南 个 这 样 的 组 ,第 一 租 由 个 画 数 作成 ， 
而 第 二 租 由 [个 画 数 作成 : 

E83) ,ph 8), ee PS gis) Ps) oo, pf Cg), 

如 笠 泛 意 到 一 切面 数 pg (9) 4p 二 1， 2， 大 是 方程 (35) 的 解 , 日 
因而 应 由 第 二 租 的 画 数 线 性 袁 出 ,而 一 切 夯 数 pfs)rg 一 12 四 
怡 好 同样 地 应 由 第 一 粗 的 画 数 烤 性 表土, 就 容易 证 明 [IIT,; 10] 
“=i 水 即 特 征 画 数 的 完 益 组 恒 由 相同 个 数 的 特征 两 数 作 成 。 我 
们 称 此 数 必 为 特征 和 值 和 购 获 ,不 同 的 特征 人 秆 自然 可 以 有 不 闻 的 秩 。 

发 核 兵 (3, 尹 及 特征 值 % 都 是 实 的 ,日 全 gy (9) 一 0(8) 二 wae) 
是 对 应 的 特征 南 数 ; 代 大 (55) 媳 落 痪 实 部 及 硬 部 ,得 : 


瑟 
(一 io| Ks, or Da 
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下 
oo 一 各 | Ks, D0) di, 
[a 


丈 即 (8) 及 os 人 9) 分 出 地 满足 方程 (35) ,而 9 (8) 一 全 +o2(3)1 
号 它 休 的 粳 位 各 合 。 了 了 是 当 核 是 实 的 时 ,对 于 守 特 征 人 的 特征 而 
数 可 以 假 琶 也 是 实 的 。 

5、 迎 次 更 近 法 及 解 核 ”应 用 还 次 过 近 法 到 方程 (83) 
(33) pl) fC) + Es, Dp 


的 求解 。 为 了 这 样 合 ,我 们 将 寻求 这 方程 的 在 家 数 形式 下 的 解 ,这 
级 数 是 被 照 ) 的 严整 数 符 宕 涉 列 的 : 
C87) PS) = ols) FT PI NF aA 

如 内 这 般 数 关于 在 区 手 [4, 们 内 的 s 是 一 致 收 赤 的 ,用 在 (33) 
中 以 它 代 蔡 p(s) 后 就 可 逐 项 积分 , 里 在 所 得 等 式 的 雨 端 使 的 辕 
灵 埋 的 秒 数 机 等 ,我 们 闫 有 水灵 确 定 pv(s) 的 公式 : 

WP =7G 1 Pa) 一 全 下 Ge 六 po 人 5 

(ss) 
ps) =| Ks, pcd 
且 一 般 地 . 
(89) pl)=| Els, Dp (OD, (ml, 2 


并 且 由 这 些 仅 式 所 确定 的 一 切 轴 数 都 是 连 粮 的 [4]。 现在 证 明 ， 
如 时 入 的 模 充 分 小 则 般 数 (87) 关 于 = 是 袜 对 且 - - 臻 收 雪 的。 由 
此 推 得 ,对 所 指出 的 》， 这 毅 数 的 和 是 连 炉 画 数 且 它 本 身 就 束 未 方 
程 4883) 的 解 。 

在 区 间 [e, 再 及 在 正方 形 和 内画 数 放 s) 及 玉 (g, 月 是 速 稿 
的 ,于 是 我 们 有 全 什 : 

(ftom; |Efs,A|ENH, 

寺中 补 及 用 都 是 正 数 , 也 就 是 |7fs) | 及 | 正人 3, 介 | 的 最 天 值 。 进 


0 弟 一 意 ”各 寻访 得 
行 米 数 vp,(5) 的 犀 计 ,逐次 得 到 : 
[polS) | mm; gts) | 下 fs 的 | | golt) di 
| @=mM (0), 
EAGID SNE SAO: 
<mM? (8—o)| dt =m Mb ay?, 


寻 一 般 理 pn) |! mEM(b — ay]", 
因此 故 数 (87) 的 一 般 项 有 估计 : 

[pnta | mE MB 
从 而 看 出 在 荣 件 


1 
40) | 入 | Nay 


之 下 , 般 数 (37) 关 于 s 是 鞠 对 且 一 至 收敛 的 , 且 交 时 它 的 和 是 方 悉 
《83) 的 速 千 解 。 

所 得 漳 的 解 可 号 作 另 一 形式 ,为 了 这 个 生 的 ,我 们 引用 所 请 区 
核 , 它 阅 是 逐 实 由 以 下 健 式 确定 的 : 


《41) 六 1 有 一 下 人 站; Kls, i) -| Blt EK (tt) dt 
由 于 基本 术 上 (s, 四 的 连 缠 性 , 剧 每 一 侣 棱 在 正方 形 和 内 都 县 回炉 
的 [II;80]。 长 核 丰 ,(8, 力 借 肪 于 避 一 了 次 积分 由 巷 本 梳 区 (8, 们 
表达 : 

Kata, -| Ks, EK Ct, td, 


到 


可 
Fsts, -| Kas, DK (hi, Ddh = 


-| [le, OKC, 6 IK, Odh 


和 .水 灵台 近 注 营 解 核 21 
亦 所 
pr 

Ks, +) -| | El(s, te) Kl, HK (ty aiidtts, 
上 且 一 般 地 
G3) EC d= | EG, th DRGs) "Ek (ss &) x 

xE {i Ddtdto dt 1 oo. 

在 这 些 肥 起 中 , 积 从 的 欢 序 是 浊 有 关系 的 [II;96]。 

利用 这 一 点 ;容易 得 到 臣 式 : 
(43) Klss DO=| Kits, ORslr, Dar。 
只 须 实行 (Pp 一 1) 京 积 妇 形 成 六 (8, TT) 及 (9 一 1 次 积 寻 形 戌 
天 ,(zr, 们 。 剩 下 的 是 关于 + 的 埋 积 从。 

利用 县 式 (42) 及 不 等 式 |K G8, 由 | 所 导 ,得 到 在 正方 形 和 内 的 
估计 : 
(44) [Es, | <M" (Ba)™, 
从 它 扒 得 ,在 条 件 (40) 之 下 , 报 数 
CO 

= Ks, ON 

在 正方 形 ho 内 是 鞠 对 且 一 臻 收 铺 的 。 用 BGs, 引 ) 记 它 的 和 。 

混在 盾 接 用 自由 项 了 (9) 来 焉 出 丽 数 pfs): 


pafs) -| 三 (8, DF at; 
ps) Es, Do Ou | | Ks, dE, tC) dd= 
-| Ets, ty f tty od, 


一 般 地 有 pols) ={ Eola, DF, 


23 襄 一 - 旭 ” 积 牙 方 程 
人 AB7) 得 : 二 
oo 五 
JORAOE LD | Kits, Oh (Edt 


涝 注意 级 数 (45) 在 正方 形 加 内 的 一 -发 收 襄 性 , 因而 对 于 区 出 
[x, 5] 办 性 一 固定 值 8 它 在 这 区 间 内 关于 一 -个 变量 + 更 是 一 发 收 
找 的 , 则 可 注 和 的 符号 与 积分 符号 交换 ,和 且 搂 照 (外 的 记号 ,得 : 


(48) p (一 7 Fa| Rs, tC) 


这 都 是 在 条 件 (49) 之 下 十 明 的 。 

不 依 闲 于 自由 项 了 (s) 的 两 数 (45) 称 为 核 天 (8, 月 的 或 方程 
(383) 的 解 核 。 不 难 瞪 证 , 如 品 解 祝 是 它 自己 的 第 一 个 变量 或 第 二 
个 变量 的 阔 数 , 旭 它 们 满足 下 面 请 个 积分 方程 : 


bt 
Rls, tA =—K(s, 站 + Ks, 4) R(t, t; Ad, 

C47) 
R{s, fh =K(s, 2 F(t, DRIs, hi:A de, , 


例如 ,为 了 梭 脸 第 二 个 方程 , 移 公 忒 (45) 的 认 端 滋 凡 下 (4,z) 且 和 对 
t+ 联 积 分 : 
| ae， KG o) d= | Ks, OR Ct, wat, 
或 ,由 于 (41): 
| es 和 本 人 or TFsls, 2)N, 
将 两 庄 琵 以 六 : 
| Res， ty EK (CF, tdt= Els, rh 
或 者 将 求 和 变 妖 %% 政 为 4 一 1 是 从 n=1 起 求 和 : 


ww pa 
“| RG, OE, odt= Ks, 2) 4m 
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由 于 (45) 可 将 这 等 式 变 必 以 下 形式 : 
)| Rs, KG, sad= Rs, wh —K(s, o), 


法 就 姥 出 (47) 中 的 第 二 方程 , 公 只 变量 的 记号 略 有 不 同 而已。 用 
相似 的 入 法 世 可 县 证 所 号 出 的 关于 解 镇 的 第 一 个 积分 方程 。 

可 注意 的 十 ,在 值 六 满足 不 等 式 

人 | < 一 一 
y| | [KE (0 i2ds ot 
的 条 件 - 下 ,可 久 证 明永 刀 迫近 其 的 收 化 性 ,这 个 不 等 式 比 不 等 式 
《40) 的 限制 性 村 加 小 一 些 。 以 后 我 们 并 不 利用 这 个 吾 实 。 

6， 窑 在 及 唯一 性 定理 ” 浏 现在 为 上 上 ,我 们 仅 症 值 入 满足 条 件 
(40) 时 定义 过 解 夸 。 以 后 将 见 到 , 在 复 变 量 ， 的 全 平面 二 , 除了 
鞋 些 竹 交点 关外, 解 转 是 存在 的 ,并 且 和 字 企 > 的 全 平面 上 广 足 方程 
(47)。 国 此 只 从 方程 (47) 出 发 来 扣 供 存在 及 唯一 性 定理 的 重要 证 
朋 : 

RCs, 入) 它 满 足 胡 程 (47), 则 对 于 这 仿 值 六 方程 (88) 有 了 唯一 解 ， 
时 这 个 解 由 公式 46 确定 。 

分 为 雨 部 份 亲 证 明 。 第 一 步 旗 明 当 (47) 注 足 时 万 程 (83) 的 一 
切 解 庶 由 公式 (4 的 来 事 达 。 这 就 葵 出 唯一 性 。 然 后 验证 公式 (46) 
稍 实 着 出 方程 (33) 的 解 。 

融 pS) 是 方程 (83) 的 某 个 解 。 篆 (33) 的 十 端 乘 以 XR (2,s;7) 
且 对 3 取 积 分 : 
| Rtw, 3; MPG = 


h 
总 


注意 ,从 (47) 的 第 一 方程 ,我 们 可 号 ; 


=X| Be 5 f(asth | | AR 人 (es 入 玖 (站 加 jp Ga 


号 4 单一 章 积 员 方程 - 


4| Be, SDK(e, Dds— Rs, 有 二 开胃， 
因而 前 式 可 写 如 形式 : 
“| Ro, s; Np) ds =| RC, sfsyds 填 
+ Re, 1 WoO Kle,t)p OD 
路 去 这 式 左右 两 端的 相同 项 , 且 由 于 (33): 
咱 Ks, dp (Dat= pw) 一 Fo)， 


就 得 到 公式 (46)。 

现在 让 明 由 公式 (46) 确定 的 夯 数 p(s) , 当 (47) 满 足 时 确实 满 
是 方程 (88) 。 

短 裘 达 式 (46) 代 入 方程 (88) 中 ,是 将 一 切 项 玫 移 到 左 映 ,得 : 


f (0) +h) BGs;h) FF) — 


—%| EK(s,d [0 +A| RG, 5 MFG) dh lds=0 
焉 
| .BG fA) 7 的 琵 一 


~ -| KG, f(a) | Kls, OR, HWE d=0, 
此 式 可 改写 如 形式 : 
| Ea AI— Et(s, i)— 


-| KG, 4) Rt, t: Wah |f (WD at=0, 


因为 由 于 (47) 的 第 一 方程 ,为 括 剑 内 的 式 子 恒 等 寺 零 , 故 这 个 最 后 
等 式 确 实 成 六。 这 样 ,定理 完 和 从 证 举 。 
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可 注意 的 , 当 值 大 满足 人 条件 (d40) 时 ,我 们 全 建立 解 核 满足 万 程 
(47)。 于 是 可 断 营 , 当 值 入 满足 条 件 (40) 时 ,方程 (33) 有 唯一 解 且 
这 解 狐 仅 式 (46) 表达。 这 个 断 首 岂可 议 直 接 征 明 。 

7， 执 列 德 和 碗 人 丸 母 ”我 从 此 齐 案 建立 这 样 的 整 责 数 DC ， 
使 当 亲 数 (45) 各 以 这 个 束 画 数 时 电 得 出 的 整 队 数 。 这 样 解 核 就 
威 为 以 DA) 作 分 母 的 十 个 准 医 数 之 南 , 羡 郎 关 于 % 的 雨 个 军 般 数 
之 商 , 这 十 个 级 数 对 于 一 急 复 值 和 都 是 收获 的 。 换 句 衣 褒 ,在 复 
变量 的 全 乎 而 上 解 核 原来 是 的 分 夯 数 或 牛 纯 而 数 。 为 了 建立 
了 DC 和 0 ,我们 以 有 限 项 的 和 代替 方程 (33) 中 引 久 的 积分 。 严 格 地 说 
来 ,这样 代替 基 处 许可 的 ,但 下 面 的 一 切 计 算 不 是 有 效 的 证 明 , 而 
羽 是 为 了 猜测 和 效 数 DD 的 形式 。 

靖 区 间 [4, 中 分 为 等 份 ,每 一 等 份 的 长 度 是 3 一 二 。51 入 分 点 的 让 
号 及 方程 (33) 中 的 函数 在 这 些 分 点 处 的 值 的 号 号 ,也 就 是 置 ; 


让 一 2 
3 P=; Pip Kog=E (spy So》 


#1 二 好 十 


{is Py =1y 2 ry HW) o 
在 方程 (33) 中 用 相应 的 殊 坚 和 改 葵 积分 ;就 有 近 届 等 式 : 


gs) = C3) + 六 到 (sy sa) Puso 
六 


在 这 等 式 中 四 sp 伐 蔡 上 自 改 是 * 。 于 是 得 到 关于 未 知 量 四 和 的 着 个 一 
次 方程 的 力 程 碍 : 
v=fo+* Kopas), {P= 1 + RN} 
由 克拉 近 尔 定理 [Th;8] 解 这 个 方程 相 , 特 有 有 下 面 的 分 母 : 


1— hE hE RK 
RAE aKand 


Di [) 一 


心 


— aE hry a 
把 下 列 形 式 的 行列 式 
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di TX Ms "3 {in 
| ty fag yn 
| 他 qd1Y Mn 本 生生 


的 展开 公式 [ 见 III DB 应 用 到 行 到 式 P02) 上。 在 上 式 中 会 2=1 且 94j 三 
= 一 *Kn3。 于 是 得 到 : 


2 忆 2 i A 
了 一 二 一 一 下 血 — BiDus | -| 
+‘ } 全 Patiy 二 也 I 1 Fe 1 + 十 


ari PhEs 
Cd 
Epp Eppss yp py 


入 1 KK Fo + 
WT a le) 
| Kp,pss yp 下 :下 ppn 

汐 了 便于 以后 的 计算 ,我 倘 31 用 下 面 的 记 芒 : 
i Er HE ry Va) yy EK {my tn) 
(49) 政 (e Tag ry » ) EK limey HD 3 EK (ray alyE (Fay Yn) 


Viy Hay rp Yh 


| 


[Xn Wi FE ny Ya) sl Cr Wi 
(n=1,; 2,°3, -1)o 
球 次 孝 罕 委 式 (的 尖端 交 一 切 旱 。 和 |: 


站 ar 
万 是 积分 | EC tDaa 
的 黎 这 和; 且 当 #->oe 时 它 扑 本 这 个 积分 。 完 备 一 样 的 和 : 


下 版- 
人 1 pp pin, | 52 
Dr 
Dirja™ + Daltin DD 


也 是 关于 积分 
SE ty EE ts 
| | Ee 本 Ct 他 [anas, 
的 袭 受 和 ， 余 全 此 类 推 。 
于 是 公式 (48) 取 极限 时 ,自然 就 导 于 下 面 关于 的 第 般 数 : 


SD 一 Sn 一 
C50) DO =1+ -1 a, 


了 ， 强 列 德 和 莫 分 母 对 


其 中 
全 由 ty tas Fr es 
(61) os 一 | | EF (9 to + as dts 
且 
二 ， le, } Fn 
K( 由 ze 7 ;7 ) 
按照 公式 (49) 来 确定 。 


我 们 引出 般 数 (50) 所 用 的 方法 在 深 论 上 荐 不 闫 格 的 。 在 国 到 
严格 的 理论 的 叙 议 时 ,我 们 应 该 证 有明 讲 个 事实 : 首先 , 家 数 (50) 在 
复 变量 ) 的 圣 平面 .上 是 收 竹 的 , 亦 即 是 和 的 整 画 数 ; 其 次 ,将 家 数 
(45) 乘 以 级 数 (50) 也 得 到 7 的 整 丽 数 。 

进行 系数 4&. 的 合计 。 在 公式 (5]) 中 的 积分 导 下 面 是 * 般 行 
列 式 , 它 的 徊 一 元 崇 及 ,4) 的 模 不 大 于 正 数 由 。 应 用 阿 术 扎 定 
理 [ITI;16] 及 多 重 积分 通常 的 估计, 得 : 

已 司 ni [NM (CB —&)] “和 

因此 , 籽 数 (50) 的 一 般 项 的 模 不 超过 以 下 正 数 : 
(52) 0 

应 用 达 部 具 尔 检验 法 红 ; 121] , 我 们 指出 , 这 些 正 数 作成 收 伍 
狼 数 。 取 后 项 与 前 项 之 比 ,得 ; 
| 一 Mo) LM) (41 

vn 十 型 


mn 二] 
当 焰 于 乱 劣 大 时 ,(1+) 效 于 V [IT 38], 而 号 出 的 此 趋 子 
区 ,从 而 显 出 由 52 中 的 数 所 作成 的 般 数 对 于 一 切 值 》 的 收 租 性 。 
于 是 画 数 (50) 是 和 的 整 面 数 。 
画 数 D(X) 是 从 克拉 迈 尔 分 母 取 极限 得 来 的 。 我 们 各 然 要 候 
县 它 是 解 核 (zs, t; 和 ) 的 分 址 , 就 是 这, 将 航 数 (45) 乘 以 D(X) , 我 


们 得 到 入 的 整 画 数 。 相当 的 粘 果 得 到 一 个 胃 数 , 这 拖 数 的 项 不 是 
像 社 如 (和 中 一 样 的 数值 , 而 是 关于 (C3, 中 的 画 数 。 对 于 这 个 家 数 
引用 特别 记号 : 

(58) Dls, tN)=RK(8, D+ CD" d,s, 1) 


《46) 及 (50) 中 的 十 个 守 破 数 都 在 加 (40) 内 次 雍 。 因 此 由 它 机 
相 导 起 来 得 到 的 千 数 (53) 在 这 邮 内 也 是 收 雍 的 。 因 从 对 坡 就 的 军 
- 释 数 可 以 逐 项 相 乘 , 故 可 髓 (45) 及 (50) 而 顾 数 直 接 相 滋 米 求 得 系 
数 Qls, 旭 的 下 于 式 , 但 为 了 以 后 便于 计算 我 们 从 另 - 一 方面 求 进 
” 行 。 将 (47) 的 第 一 方程 的 南端 乘 以 D() ,得 : 
(54) Ds, tm) = KG, VDO) +4| Fl, £) DU, fat,, 


在 这 公式 中 用 释 数 (B50) 及 (653) 代 禁 DA) 及 D(s, it; 和) 且 使 ) 的 同 
炎 桥 的 系数 相等 , 划 引 出 公式 : 
(55) las DK(s, Dds—n| 天 人 的 aa Da 

(n=1, 2, 8, .…), 
这 公式 熔 出 逐次 计算 系数 a03, 站 的 可 能 性 , 井 且 嵌 假 订 山 (8,2) = 
一 长 (8, 志 。 这 时 应 注意 , 当 条 件 (320) 成 立时 ,级 数 (58) 在 任何 情况 
下 基于 避 , 是 契 对 且 一 致 收 敏 的 , 因 这 时 般 数 C45) 与 (50) 的 例 积 
的 项 小 于 作成 收 馈 航 数 的 正 数 。 这 就 使 得 我 们 在 到 式 (54) 的 右 问 
梧 肖 项 积分 。 在 (站 ) 中 全 一 1, 凡 有 : 

d,s, ) =F (s, Kl, 有 EK (ti, Wb = 


-| Ku, SE a | 
意 到 记号 (49) ,也 就 是 : 


s 8, ti 
ds, =| 下 (入 全 ja。 


了 ， 陛 列 答 和 区 号 奈 329 
当 n=2 半 , 颁 式 (大 ) 粹 出 : 
da(s, t} =k (, | [ k(t 各， 2 Jabadta 一 
-ope de) 
作 一 个 初等 变 撞 ,我们 就 得 到 与 上 式 类 催 的 仅 式 : 
duals, t) = | | Ki 四; a) dd 
我 们 证 明 , 对 于 性 何 正 马 数 %, 有 有 : 
下 人 全 fo dtdis di 


(56) asd = | | -| “ts 本 ， 亲 ， 

前 面 栽 从 甬 许 明 过 , 当 m=1 时 这 式 是 正确 的 。 用 出 C31 办 读 
公式 (5 的 右 妇 。 由 于 已 痉 讽 过 的 ,有 G3, 人 = 二 (3 如 。 现 在 要 
证 最 ,oks, 如 也 满足 和 与 出 G3, 力 同样 的 关 和 又 斌 ;: 


上 
(656) EG) EC, dd —n) ECs, 后 可 -Gy dt 


由 于 (656) 及 (6561), dn(8, 四 及 吕 (3, (mn 一 2 38,…) 可 相 炊 地 唯一 
确定 , 且 从 路 (8, 站 一 下 全 介 得 出 对 于 任何 % 有 尺 (3, 邓 =d(81 人 )。 
于 是 公式 个 6) 药 证 明 妇 济 关 骤 式 (551) 的 证明 ,其 中 心 (8, 旭 是 (56) 
式 的 右 端 。 
首先 应 注意 的 是 , 若 在 《49) 的 左 端 记 导 中 我 们 和 将 两 个 学 尽 四 
或 雨 个 字母 人 五 换 , 其 (49) 中 的 行 烈 式 的 值 只 改变 符号 , 因为 问题 
蚂 车 到 这 行 烈 式 的 十 行 焉 两 列 的 卫 换 。 将 仆 式 (56) 中 引 大 的 行列 
式 转 第 一 行 的 元 素 展开 , 且 和 留心 则 才 指 出 的 注意 ,我 后 可 写 出 : 


KE 人 bi ) EG DE 人) 一 


一 下 (5， 人 744 Lay 1")—K Ge 1) K (Es bes 各) 一 


yt yy ts 


— Fk 1 EK(0 1 
(8, tn) 19 tba-1y $d /° 
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稀 这 关系 式 的 责 妙 对 一 切 右 取 积 分 上 改变 右 铅 积分 的 变 世 的 训 
号 ,由 应 用 上 盏 所 作 的 注 蕊 , 委 到 : 
人 AS t) 一 下 [s， 志 — 


中 i h re 
| | -| K (a, KE(H? 2 有 1 jetadta qh 
do 四 了 “全 | 


这 就 络 出 关系 式 (565,)。 于 基 , 到 式 (56) 已 得 三 。 应 用 阿达 局 定理 
到 公式 (56) 中 出 策 的 行列 式 ,我 们 得 到 下 面 舍 值 : 
sD | Em Mba)”, 
从 而 , 宪 双 和 (50) 一 样 , 我 们 可 以 证 明 稻 数 (58) 著 由 入 的 怠 丙 数 ; 
且 对 于 枉 们 入 它 在 正方 形 内 关于 (8, 介 是 码 对 卫 一 致 收 驮 的 。 
要 注意 的 是 ,在 条 件 (40) 下 我 们 有 : 
Rs, EA DEM) 一 站 fs， t; A), 
对 于 这 些 值 ,可 写 : 


(87) RGs, #1)) = Dt 


Dh) 

这 公式 的 右 端 粹 出 夯 数 已 人, 访 委 在 复 变 量 的 全 平 而 上 的 解 
析 延 折 ， 且 显示 解 核 是 的 分 画 数 。 有 公式 (57) 中 的 分 母 常 称 为 弗 
列 德 和 蒙 分 母 ,应 注意 的 是 它 不 依 莫 于 变量 (8, 人 )。 

从 上 国 所 号 的 公式 我 们 指出 某 些 圭 座 。 从 (51) 及 C56) 立 朗 的 
出 : 


《68) ds— | dls, syds, 


还 要 指出 简单 地 水 欢 于 算 系 数 中 及 加 人 各 的 可 能 性 。 在 从 
式 (58) 中 分 mw 一 0 县 注意 dols, 站 = 玉 G, 介 ,从 这 公式 得 到 di。 然 
后 考察 当 %=1 时 的 公式 (5 相 , 从 它 得 到 而 (3 让 , 如 果 我 全 记得 
co 一 的话 。 再 在 公式 (658) 中 会 n=l 着 出 由; 此 后 在 准 式 (55) 中 
全 % 一 2 葵 出 ds, 加, 余 依 此 类 推 。 若 在 倒 式 (58) 中 全 i=s 且 在 
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十 端 对 取 积 邹 , 基 由 于 公式 (58) ,得 : 

| DG, SNe-tmt+ CD" dus 
由 于 (50) ,也 就 是 : 
(59) D0 = 一 DG, sd 


8， 对 于 任何 * 的 费 列 德 和 蒙 方程 ”我 们 考察 方程 (54)。 省 
是 从 {4 站 中 的 第 一 上 方 程 茉 DO) 后 得 到 的 。 方程 (47) 只 是 在 条 件 
(40D 下 蓝 得 的 , 因 之 我 们 可 断 莹 ,方程 (5654) 的 坪 庙 在 条 件 {40) 下 旦 
相同 的 ,但 由 于 解析 延 邱 的 基本 原理 ,车 雨 个 整 丽 数 在 复 变 量 * 的 
三 面 上 的 上 茶 图 二 爹 同 , 姑 它 忆 们 在 复 变 基 的 全 乎 面 上 全 同 L[IIIs;19]。 
将 554) 的 雨 端 除 以 DN), 可 见解 核对 于 不 使 六 和) 蛮 为 老 的 任何 
和 值 x 王 足 !477 中 的 第 一 太 程 。 对 伍 D(A) =0 欧 那些 和 什 , 比 式 
(5 六 失去 音义。 恰 革 一 样 的 ;应 用 解析 延 拓 ,我 们 确 人 管 解 核 对 于 所 
担 到 的 一 摇 值 大 也 芭 足 好 7 中 的 第 一 方程 。 于是, 若 六 不 是 厂 f) 
的 圭 点 ; 剧 有 (47) 中 雨 个 方程 的 如 粮 解 ,日 应 用 [6] 中 的 存在 及 唯 
一 性 定理 ,得 

定理 一 着 值 大 不 是 呈 ( 妇 的 堆 点 ,出 对 于 任何 六 9 方程 方 种 433) 
有 唯一 和解， 上 且 这 解 由 公 泪 4 的 来 表达 ,其 中 用 (8 在 抽 ) 由 公式 (67) 所 
确定 。. 

更 在 浇 窗 这 样 的 值 和 =o, 人 是 DI%) 的 才 点 。 可 能 对 于 柱 何 
(s, 四 它 也 是 机 数 DCs, 二 中 的 雳 点 。 现 在 亦 明 这 个 雾 点 在 {57) 的 
分 子 中 的 航 低 于 在 分 母 中 的 拉 , 央 而 推出 五 人 7 的 所 有 堆 点 都 是 解 
核 的 栋 点 的 硅 询 。 

定理 二 ” 画 效 只 的 所 有 大 点 孝 是 解 该 的 种 点 。 

但 各 是 如 避 ) 的 大 裔 圭 点 , 洒 即 

DO = A DM [Do(lh)¥0], 


™ 
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淮 世 地基 Dls, 世 对 的 了 二胡 看 点 , 亦 印 

Ds, tA) = Oho) Ds, tr), 
竺 中 Dots, 引 和 是 按照 以 一 A0) 的 正 整 数 案 的 般 数 , 志 的 自由 项 
对 于 某 些 值 s, i; 不 为 零 。 我 们 提醒 导数 D'Q) 及 = 加 为 它 的 
( 严 一 二 角 斑点 。 应 用 公式 (59) ,得 : 


DW = 0 一 | Dts, sas 


左 端 有 全 一 1 级 堵 点 和 一)o; 而 右 喘 已 元 有 因子 人 一 xo)5 此 外 ,对 
s 积分 后 可 能 还 会 出 现 人 一 加 ) 的 正 整 数 曼 因子。 因此 就 使 我 全 
得 出 不 等 式 1<5 一 1, 就 是 及 , 若 X=- Xo 也是 朗 达 式 (57) 的 分 子 的 才 
点 , 则 这 零点 的 航天 认 和 如何 总 小 于 5 因此 整个 分 式 有 极点 和 一 )。 
要 注意 的 是 ,在 Ds, 右 罗 搂 (7 一 0) 知 的 展开 式 中 ,自由 项 是 (3, 少 
的 某 页 数 。 这 自由 项 对 于 某 此 特别 值 s 及 i 可 能 变 为 零 , 但 它 不 
恒 等 于 零 , 因为 如 时 是 这 样 , 则 和 =) 是 D(s, 攻 " 罗 的 高 于 ! 级 的 
午 点 了 。 我 们 能 够 更 正确 地 农 议 所 证 的 定理 如 次 : 求 这 样 的 值 > 
及 它们 合 入 二 和 是 解 核 的 三 点 。 

我 们 已 让 画 数 (的 一 切 索 点 ) 者 是 解 核 的 极点 。' 共 它 是 
r+ 报 极 点 。 在 太一) 点 的 帮 域 内 有 如 下 形式 的 展开 式 : 


Rls, BM) 一 人 2 + 2 4) 十 .十 + 


Fols, t (六 一 六 0 


其 中 系数 9-_rts, 从 在 和 站 不 恒 络 于 需 。 将 这 个 展开 式 代 做 【47) 
中 的 第 一 方程 ,南端 汪 以 以 一 2 且 今 % 一 Mo 得 


而 
他 3 i) =-)o| 所 Ce, 及) 在 i dtio 


于 是 ,对 于 变量 1 的 任 后 值 ,了 系数 &r G5, 疙 而 作 + 的 画 数 时 原来 就 
是 齐 次 方程 


8. 对 于 任何 的 弗 列 恋 和 车 方 企 33 


(60) OPAC LAOL; 


的 解 。 因 为 醒 数 <_，(a, 四 不 恒 符 于 零 , 于 是 我 们 引出 下 定理 : 
定理 三 若 加 是 DD(%) 的 零点 , 则 齐 交 方程 (00) 有 解 , 县 这 解 
不 恒 筷 于 雳 。 
于 是 , D(X) 的 一 切 才 点 都 是 积分 方程 的 特征 值 ， 亦 印 这 时 齐 
次 方程 


(61) pl) = Els, dD) pO) 


有 不 为 才 的 解 。 若 不 是 (3) 的 澳 点 , 姑 由 于 定理 一 , 方程 (88) 
对 于 性 何 f(s) 有 唯一 解 , 且 特 别 地 卉 次 方程 (61) 此 时 只 有 堆 解 。 
换 各 话 襄 ,车 是 DO) 的 老 点 , 腊 它 是 特 征 伴 ,如果 不 是 DC) 
的 彩 点 , 姑 它 不 是 特征 值 。 

于 是 ,我 们 得 到 : 

定理 四 ”积分 太 程 的 特征 信者 是 D0) 的 零点 。 

在 复 变量 平面 的 征 休 有 了 涩 区 域内 , 整 画 数 万 (只 能 有 有 限 
个 雳 点 , 亦 郭 

定理 五 ”在 和 至 面 的 任何 有 上 区 域 妨 只 存在 有 限 个 特征 值 。 

还 指出 一 个 公式 , 它 在 应 用 中 常 是 有 用 的 。 吉方 程 (38) 中 的 
自由 项 可 袁 为 如 下 形式 
[62) 7 全 一 | Es, Do 


其 中 oft 纪 是 基 醒 数 。 
帮 果 租 定 六 不 是 特征 值 , 草 忱 方程 (46) ,得 到 方程 (人 98) 如 下 形 
式 的 解 : 


p(s) -| Ke 9oCOw+x| | ae， E(t, Bott) dd, 


但 从 性 7 中 的 第 二 方程 疮 出 : 


34 刹 一 意 ”积分 方程 


| RG, j; RC Vd Bs, bi; WRC, £); 
把 它 代 外 前 一 式 ,是 后 得 到 对 于 方程 人 33) 的 解 的 将 单 表达 式 : 
(63) ps) =| Rs, t; MoD, 


”如 果 方 各 的 自由 项 是 由 到 式 (62) 确 定 的 六 。 

9、 久 填 积分 方程 ”为 了 售后 理论 的 开展 ,与 方程 (88} 便 时 丝 
考察 另 一 积分 万 程 , 写 与 方程 (83) 所 不 同 的 就 是 积 牙 是 对 于 核 的 
第 一 个 变数 作成 的 ， 用 Yfs) 表示 这 帮 程 的 自由 项 , 而 用 业 (3) 表 水 
待 求 画 数 ; 


(64) Ve) =9() +2| EC, YO 


这 方程 称 为 (38) 的 炉 直 方程 。 
攻守 出 相应 齐 次 方程 : 


(65) 由 fs =- 川 KU, dud, 


当 核 的 变 墅 到 作 以 前 的 放生 我 人 应 当 用 下 公式 床 确 定 这 方程 
的 核 : 
Kols, DN =FE{t, §). 
对 于 核 芭 ots, 有 的 下 号 449), 可 从 此 G3, 提 的 相同 起 号 中 以 妇 代 
是 以 ww 代 业 后 得 来 , 羡 即 


Ko 2 Poy 和) 一 下 ( 入 he 可 2 )。 


Hi Hay ss Wn 1 
因而 公式 (51) 指 出 校 尺 o13, 的 系数 二 与 核 玉 (3, 和 旨 的 相同 , 而 
由 (56) 最 出 核 Ko(s, 人 的 系数 dg, 站 可 从 楼 了 (5, 为 的 类 介 系 数 
简章 霸 互 换 变 数 s 及 + 上 市 得 到 。 于 是 ,对 于 畏 置 万 程 【64),， 到 式 
(57) 中 的 分 子 及 和 分母 训 用 对 于 方程 (38) 的 仙子 及 分 终 按 以 下 到 式 
者 和 达 : 


10， 竺 征 仿 晤 请 况 5 


Dolsy tm = Dt, 8; HD); Dath)= DU), 

亦 邹 互 换 变 数 。 及/ 得 到 分 子 , 而 总 丹 方 程 (64) 的 弗 列 德 各 蓝 分 
母 与 方 独 (38) 的 相同 。 由 此 可 兄 末 置 万 稳 与 原来 方程 有 相同 的 内 
征 值 。 

在 [81 中 陈述 的 所 有 定理 自然 对 于 转 放 方 程 都 是 正确 的 。 此 
外 ,基于 上 面 所 如 的 ,可 以 断言: 

定 垣 太 ” 齐 次 方程 (60) 与 让 的 糯 轩 方程 (65) 阐 时 战 仪 有 寺 解 
成 有 不 为 寡 的 解 。 

10. 特征 值 的 情况 ” 当 》 不 是 特征 值 时 ,关于 方程 (33) 的 解 
的 问题 完 理 一 -提供 了 圈 满 的 答复 。 这 一 节 将 研究 当 和 是 峙 征 值 时 
的 情 必 。 

设 和 是 特征 舍 , 几 设 非 午 次 方程 (33) 有 解 p(s)。 将 (38) 的 二 
庙 乘 以 转正 齐 交 方程 《65) 的 任何 解 光 (3) , 且 对 s 取 积分 : 
| we Gy | [2 FG Db)ds | (Oe 
应 用 (65), 得 : 
: ORIOL OTTOL EL 
从 而 
(66) | .fds=0, 


未 邬 方程 4 人 488 可 解 的 必要 条 件 是 要 (5) 满足 条 件 (66), 其 中 由 (s) 
是 方程 (65) 的 任何 解 , 激 (65) 的 解 中 一 定 有 蜡 于 零 的 解 ,四 由 荣 
侍 , A 是 特征 值 。 如 果 不 是 特征 秆 ， 由 于 定理 一 ; 如 对 于 任何 
站 布 程 (33) 有 解 。 这 就 输出 

害 翰 七 ， 有 户 种 可 能 个 : 或 汽 对 于 任何 了 和 人 方程 (88) 可 
振 而 刘 次 方程 (85) 仅 有 雾 解 , 或 考 齐 灾 胡 展 (85) 有 不 为 才 的 解 且 
不 蚌 对 竹 任 何 7s) 三 程 (88) 可 握 。 
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在 第 一 - 厦 可 能 性 的 情况 ， 非 齐 肥 开 姓 有 唯一 盘 。 这 可 从 定理 
一 扩 知 ; 但 岂可 从 下 面 简 章 型 出 得 科 : 若非 齐 当 方程 有 耳 个 机 腊 
解 , 则 它 个 的 莽 是 齐 欧 太 程 的 能 ,这 解 是 在 汶 寺 的。 

主音” 洲 已 知 对 于 斯 值 和 及 是 画 数 .六 9) 非 齐 次 方程 (4338) 有 解 
并 卫 只 有 一 个 解 , 出 六 不 是 特征 值 。 事 实 上 ，, 如果 A 是 特征 值 ， 峙 
将 对 应 的 齐 次 方程 不 为 喜 的 任何 解 加 强 提 及 的 非 卉 次 方程 的 这 只 
一 的 解 上 ,我 们 就 得 到 非 齐 或 方程 的 解 , 它 是 与 所 说 这 唯一 的 解 不 
出 的 。 

以 后 我 个 和 将 昂 到 ,条件 (66) 不 避 是 方程 (38) 可 解 的 必要 荣 件 
测 且 是 施 份 条件 。 关 于 等 征 值 的 符 上 的 问题 在 此 振兴 加 坟 陋 
明 。 

难关 是 特征 值 , 旧 
(67) 1s), Date) sy ey Pts) 
是 任何 灵性 乱 关 的 特征 西数 , 亦 序 方 程 (61) 的 吕 于 走 的 解 : 
(68)》 BY | EKG, dopa, (j=1, 2, es rm)o 


各 肾 或 核 不 是 实 的 , 朋 (67) 中 的 而 数 也 此 认 为 是 复 的 。 我 
个 局 和 记 , 入 一 0 不 能 是 特征 值 [jj。 因 为 (87) 中 的 特征 函数 的 性 党 
有 常 柔 数 的 硬性 租 合 也 是 特征 尚 数 ,我 稠 可 应 用 正 变 化 手 粮 到 
(67) 中 的 画 数 。 于 是 , 可 以 假 雍 C67) 中 的 两 数 是 相 拒 正 奖 且 标 准 
约 , 亦 邹 
(69) {pols) Batasm0, #9); | lps) lds=1, | 
情 到 其 椰 值 ,可 收 写 (68) 为 以 下 形式 : 

2 ~ {KUT ola 
和 由 此 可 见 , 这 等 式 的 灰 端 是 五 (5, 芒 对 作 变数 圭 的 画 数 时 关于 由 有 
限 个 函数 想 成 的 正 殉 标准 姑 地 四 的 富里 内 系数 。 由 于 具 塞 尔 不 等 
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式 [3] 可 和 写 ; 
S14 < KG, D lsat 


1 


应 注意 的 , 对 于 任意 复数 ,有 |a| = |4|。 将 这 不 等 式 的 两 庙 
对 s 取 积 从 且 注意 (69) ,得 : 


> 1 <| i RG, OD fdt es 


关 ?| 入 | 
nm rs, | 
和 EE =<| [| IK Cs, 4) [a¢ ds, 
从 而 Th 2 | IEKE(s, 0 wat a 


此 和 妈 ;由 于 核 的 过 炳 性 ,位 于 右 问 的 积分 可 能 艇 释 汶 二 重 积 人 入。 从 
所 号 出 的 不 等 式 梭 知 , 对 应 于 特征 值 2 的 线性 无 甘 的 特征 夯 数 的 
个 数 不 能 大 于 这 不 等 式 的 右 端的 值 ; 评 印 

定理 及” 性 何 特 征 什 只 丰 有 限 个 艳 性 无 基 的 特征 画 数 跟 它 对 
应 , 亦 刀 任何 特征 依 的 多 号 有 限 的 。 

遮 注意 的 , 当 竺 征 值 入 部 原点 和 = 愈 远 时 , 基 由 于 因子 |%|? 
瞬 才 等 式 的 右 端 例 大 。 

证 是 特征 值 。 万 程 461) 及 (65) 同 时 有 异 于 沉 的 解 。 我 们 指 
出 这 两 个 方程 的 特征 值 的 秩 是 相同 的 。 

定理 九 ” 章 次 方程 (61) 及 炉 野 方程 (6 相 有 相同 个 数 栈 性 无 关 
的 解 ， 亦 即 * 世 们 的 同一 ee 是 相 闻 的。 

我 个 将 用 反 让 法。 该 方程 (1 的 秩 等 于 名 而 方程 466) 的 秩 
等 于 和 且 就 < 本 引出 志和 持 。 层 
(70) tt) als) -pm 


一 一 -一 


@ 因 当 < [| co ja] ze] 7 如 应 有 加 <1 天 在 [=+ 的 
内 部 矮 特征 入 ,对 之 般 数 蕊 中 是 收 基 e 的 。 
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人 


是 方 展 (6 了 的 线性 无 基 的 解 ,用 
(71) hite) , ats), ,ts) 

是 方程 165) 的 线性 优 关 的 解 。 像 前 面 一 样 , 可 认为 (70) 及 (71) 中 
的 列 数 都 已 经 正 交 标准 化 。 我 们 有 : 

(7 的 = 对 天 人 NOL AOE WAAL 


(=1, 2, oa)。 (j=1, 2, ,1), 
现 站 作 一 关 核 : 
(78) Lls, DR(s, 0) — Xp He, 
且 写 出 雨 今 孔 为 转生 的 方程 : 
(74) p=2| Ls, Does 
(75) $5) 4| 工人 DG) aso 


由 于 C78) 我 们 可 短 这 两 个 方程 写作 如 下 形式 : 


C40) pb) = ED pd Bf Beg, 


产 1 
G5) v= KEL | Tp eas, 


证 p(s) 是 方程 G41) 的 他 一 个 解 。 将 (C41) 的 雨 端 履 以 (8)， 
其 中 站 是 1 2，…, 品 请 数 中 的 任 一 个 , 且 对 * 取 秋 分 ;: 


站 四 Ge 人 pasleOe- 


-+ Oo | Wa Cs) ds 
注 洽 到 (73) ,二 注意 (1) 中 的 图 数 的 正 变 性 和 标准 性 ,可 写 这 
每 六 为 以 下 形式 ; 
ja h 9) Pp (Vas, 


切 ， 特 钙 值 的 博 涡 39 


从 而 ,由 于 和 关 0, 推 得 : 
(0) dp) dO (=l, 2, ,mo 


于 是 ,方程 0 出) 的 一 切 解 消 足 笨 件 76)。 但 由 于 洲 些 条 件 ， 
方程 44) 可 写作 如 下 形式 : 


pC) A) Kl, dpa 
亦 朗 方程 (741) [也 就 是 (74)] 的 一 切 解 也 满足 方程 (61)。 因 之 
gp 人 @) 应 表示 为 (70) 中 的 画 数 的 线性 粗 合 ， 
《77) 7 =op). 
我 俩 藤 明 一 切 系 数 5 都 应 等 于 堆 。 将 (77) 的 雨 端 莱 以 9x8) 且 
对 5 取 积分 : 
| Ea (5) ps ds -> 人 [ ys)pts yds + 


应 用 (76) 及 COD 中 的 画 数 的 正 溉 性 及 标准 性 ; 得 0=cx。 于 
是 ;从 (C77) 扒 知 p69) 二 0, 亦 艺 章 奖 方 种 (4) 只 有 和 震 解 。 另 一 上 方面 
我 们 证 明 芒 僵 方 程 (75) 有 蜡 于 等 的 解 。 在 751) 中 代入 光 [3) 一 
一 Wxt8) ,此 业 训 >mw。 注 意 (中 1) 中 的 国 数 构成 正 交 标准 柔 ,得 : 


8) =x{ El, 8) (DD, 


大 而 ;出 于 C733), 可 昆 当 mm 时 由 (8) 二 由.(9) 满 足 方 程 (75)。 因 
此 ,我 们 得 到 与 定理 六 由 子 盾 的 熙 葵 : 方程 个 4) 只 有 直 解 , 而 转 丹 
方程 L756) 有 异 于 省 的 解 。 这 样 -一 来 ,m<<n 的 情况 是 不 机 能 的 。 

同样 ,可 证 明 %>n 的 情况 其 包 可 能 的 ,因此 =n, 而 定理 九 
得 证 。 

可 广 意 的 是 ,从 上 而 所 进 推出 齐 欢 方程 (7 及 (75) 只 有 堵 解 ， 
环 即 入 不 是 楼 上 (s, 四 的 特征 值 。 

现在 来 讨 久 是 特征 值 时 的 非 谭 次 方程 


40 得 一 章 积 身 方 径 


(78) wa) = f(s) 十 >| {ss Ow (ta 


的 求解 问题 。 我 们 已 网 到 对 于 方 种 【78) 的 可 解 性 的 必要 条 件 是 
js) 满 是 下 面条 忻 : 


(79) [f(as=0, 
其 中 由 (9 是 方程: 

(80) $6) 一生 Go He 
的 任何 解 。 


现在 畦 到 条 件 (79 的 充分 性 的 证 明 。 起 条 件 (79 已 元 满足 。 接 
照 盆 式 人 《73 作成 该 工人 s; 候 。 我 们 已 轻 指 出 入 不 是 这 核 的 特征 位 ， 
因而 方程 


(81) pA) 二 和 | Ge pO 
有 解 。 写 方程 为 如 下 形式 ; 
C81,) pl) = f+ Els, Dp(Dat— 


-TU pps 
上 也 同 害 潭 九 的 证 明 一 样 , 乘 以 上 (9) 人 对。 取 积分 .得 : 
| GO 人 wet were- 
一 | Pt)g (at, 
从 而 ,由 于 (79) ,得 : 
azOa=o (kl, 9, 1 rm。 


这 样 一 来 ， 方程 (811) 或 省 同一 方程 (81) 归 计 为 万 程 (78) ， 就 是 
说 ,方程 全 二 的 解 也 是 方 种 人 78 的 解 。 因 此 ,条 件 人 9) 的 充分 性 得 
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证 。 
若 这 条 件 已 改 满 足 , 寻 跟 记 有 非 齐 次 线性 万 程 的 一 般 情 驶 相 
同 , 这 方程 的 一 切 解 八 表 未 为 它 的 任何 竺 解 wots) 及 对 应 齐 葡 方 
程 的 通 解 之 和 : 


(82) p(s) = puts) 十 > OP(S) 


其 中 心 是 任意 常数 。 于 是 , 在 这 情况 方程 (78) 有 矮 劣 多 的 解 。 休 
助 于 核 L(s, 小 的 解 核 能 够 作出 解 wofs) 。 

上 面 的 论证 引导 出 以 下 定理 。 

定理 十 若 入 是 特征 值 , 则 对 于 方程 (78) 的 可 解 手 的 必要 是 
庆 分 条 件 是 , 自由 项 满足 条 件 (79) , 其 中 出 (s) 是 居 首 方程 的 任何 
圣 征 画 数 , 亦 序 方程 (80) 的 任何 解 。 若 詹 件 (79) 满 足 , 基 方 程 有 有 钴 


Te TT re a eee ge ghia he ee epee eh Tap tee ee 


注意 一 “在 (79) 中 将 小 (3) 代 以 方程 (80) 的 线性 无 关 的 解 的 
完全 租 册 G) ,Wa(s) ，…， nl) ,就 足够 榨 榴 条 件 (79) ,因为 其 他 
一 切 解 是 它 俩 的 线性 租 合 。 于 是 , 老 短 件 (79) 对 沙 (9) 一 x(s) (一 
一 1 2，…, mm) 满 是 , 则 它 对 于 方程 的 任何 解 也 满足 。 


注 管 二、 往往 作为 薪 旱 齐 次 方程 的 不 是 方程 (80) ,而 是 方程 
(83) af) 一 于 Es ol dat. 


方 种 (80) 及 (88) 显 热 有 厂 对 的 共 瑟 解 , 亦 部 着 小 (s} 是 方程 
《807 的 解 ， 旭 w(8) = 下 可 是 方程 (33 的 解 , 反之 也 一 样 。 若 入 是 
齐 葡 方程 

gp 人 一天 GDDp Gd 
的 特征 值 ,出 于 是 83) 的 特征 值 ,反之 得 -一样 。 
当 这 样 确定 转 秆 方程 时 可 解 条 件 (79) 必须 写作 各 下 形式 : 


Ee 仍 一 剖 者 车 太 恕 


ee—r 


(84) | DCs)ds=0, 


共 中 of9 是 万 程 48 及 的 任何 解 。 

在 [了] 中 所 指出 的 工 共 的 基 珊 上 我 们 已 证 明了 一 些 不 本 害 
理 , 这 工具 是 弗 齐 德 和 家 下 在 1908 年 首先 给 出 的 。 前 面 我 向 证 明 
过 的 一 些 定理 与 代数 中 关于 解 租 性 方程 组 的 一 些 定 理 L1lll; 8, 9 
及 吉 ] 是 十 分 相 亿 的 。 

址 ， 绅 列 德 和 著 子 式 ”利用 前 而 的 对 论 也 可 以 终 得 及 有 械 五 (8 四 的 广 
程 的 刹 性 入 关 的 特征 西数 的 完全 组 , 它 扫 是 和 已 址 的 特征 值 对 应 的 。 我 们 人 奴 
导出 辕 果 而 未 停留 在 三明 .上 中 。 应 用 ( 哲 ) 的 记号 ,我 们 引进 下 面 效 些 量 ; 


8 1 BLY ry Sy 
了 一 era 
81 9s 人 人 
pl »)- 一 下 (人 人。 
弗 到 笋 和 党 上 了 煞 子 下 定 匀 为 筑 粹 : 
， Br A 1. a 
Dp, s, = DS 人 7 3% )= 3 CD 5, (0 7), 
旗 福 意 的 基 , 上 当 中 = 上 只 ,这 部 数 与 (53) 一 致 。 误 是 也 的 + 闲 党 点 。 洗 
典 下 序 淹 


D9 ,D320), nD( 机 33 20 "y 

在 这 序列 中 我 公 求 出 第 一 个 不 恒 等 于 需 的 琐 。 收 

ps ci 

Mp. 机 ‘i 2 0 
数 9 就 是 特征 慎 的 铁 ， 目 可 部 归 尼 不 大 了 ry 此 狂 了 是 方程 吾 人 0) = 了 0 的 要 
x 一 加 的 重 数 。 昔 % 及 所 是 变数 各 碟 志 莹 样 的 值 , 它 全 使 数值 的 示 敬 式 ; 

7 各 的 
成 立 , 则 对 应 于 特征 值 和 %6 的 册 尾 扰 关 的 特征 画 数 的 完全 粗 {一 般 地 说 ; 不正 
次 也 未 标准 [的 } 控 以 丁 公 式 确定 : 


rr 


12， 通 化 方程 


和 1 
名 a Hy Sr + 
pet) = D(H Hy 作 o 3 20)s B= 1 2) es 9) 
由 


t 里 有 
fy i 1 


而 对 于 转 有 慎 片 程 ;过 亿 一 特 盾 什 特 对 应 十 下 如 特征 侠 数 的 党 全 组: 


-rt rt 让 i " 
, Sig ys Sy 人 ， 
ELS =Dltt yi 8 sl 2， ;3 23) =1) 2 Oo 
让 


7 By ly 
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了 蕉 . 退化 方程 ”现在 我 们 指出 一 类 积分 方程 , 它 的 解法 归 赫 
于 一 奖 的 代数 万 程 粗 。 如 果 核 区 (8, 4 乃 是 只 为 5 的 画 数 与 只 为 


# 的 图 数 和 的 有限 个 水 积 的 和 : 


(85) K(s, d= Spsls) orld), 


居 称 之 为 退化 核 。 画 数 pi(5) 可 这 为 是 线性 扰 关 的 , 求 数 cz 二 也 
园 样 可 说 为 是 嫉 性 无 关 的 。 如 采 有 亲 一 pst52 可 由 其 余 的 pi. (8) 名 
姓 胡 示 , 因 可 洲 py (3) 的 这 个 表达 式 代 和 人 (85) 中。 这 时 不 过 名 中 的 


项 数 藏 少 ; 而 形式 仍 误 不 变 。 
我 们 考 符 有 这 种 核 的 方程 和 它 的 转 艾 方程 : 


PS) f+) ECs, Dp (ds 


(36) 8 
VD) =g(8) A) KC, s)he 

注音 (85) ,得 : 

ORTIOE SAO ACEIGE 
(87) ， ， 

由 全 一 9 二 er) pW 
或 

9 全 一 Fe) +h zipr(s), 

(88) 


Ves) =9(8) +A Dr) 
其 中 必 及 了 是 以 下 曾 等 式 所 确定 的 一 些 数 ， 


生生 茜 一 章 ” 禾 红 万 径 


ROPE 


于 是 ,方程 (687) 的 一 万 解 占 有 形式 (88) ,有 全 部 问题 好 苦 到 求 数值 
Vr 到 Yr 而 不 是 求 国 数 。 

将 (838) 式 代 久 方程 (87} 日 使 税 性 扰 关 的 莉 数 pr(s) 及 018) 的 
条 数 相 等 ,得 到 要 确定 2 及 的 十 个 方程 组 : 


(89,) 部 | 一 内 人 CE = fi 
(89,) 一 2 Cys gs 
其 中 
b 上 
(90) aa=| itay pr syds; =| /Voss 


所 四 
i | gq (5) ps) dds, 


”方程 组 (891) 及 (89:) 坪 者 的 行列 式 的 区 别 , 只 在 于 十 者 的 行 与 列 
互 换 丽 书 。 

例如 , 若 方程 租 {89) 的 往 列 式 不 为 老 , 胁 对 于 尾 何 F 牧 个 得 
到 关于 % 的 确定 值 。 租 它们 代入 (88) , 识 有 p(s3)。 齐 次 方程 


Pp {8) -| (5, Hp (oS 


$8) 一 人 | Fl, ple 


等 对 应 于 齐 卖 万 程 组 : 
(C91;) 让 | 一 3 Cw 一 习 ， 
{942) 一 六 > omy — 0, =1, 2, ,no 


使 这 责 姐 中 榴 一 租 (任何 -名 都 是 一 样 ) 的 行 到 式 等 于 零 , 我 
. 倘 得 到 决定 特征 篮 的 代数 方程 。 若 和 =o 是 这 方程 的 任何 模 ， 则 
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太 程 钥 (911) 有 不 为 需 的 解 (1 9 2 "9 jn) 9 且 和 将 它 从 及 公式 : 
(92) P (s) = ho > Fi OF 8} ， 


束 得 到 特征 画 数 。 

上 面 所 证 明 的 定理 在 这 情形 下 载 归 千 到 姜 性 代数 中 的 著名 定 
理 fTII,;8， 9, 10, 15], 

我 仙 注 意 , 呈 要 所 有 的 数 户 部 等 于 雾 ， 世 束 有 基 , 内 降 : 


(98) EAGLES (=1, 2, 1 


那 末 对 于 非 齐 次 方程 (87) 电 可 记得 到 齐 奖 方程 (911)。 如 果 这 时 入 
不 是 特征 值 , 则 方程 组 (91:) 仅 痊 出 雾 解 ,日 由 于 (88) ,得 p(s) == 
= 了 (s) 。 如 果 笑 它 代入 (87) 中 并 注意 (93) ,就 可 立即 检验 这 个 解 。 
退化 核 可 用 来 求 积分 方程 的 近 位 解 , 这 就 是 将 所 葵 核 代 以 与 它 通 
近 的 退化 核 , 然后 措 肋 于 上 面 说 过 的 代数 工具 玉 解 所 得 的 退化 方 
程 。 求 积分 方程 近 候 解 的 这 个 方法 以 及 其 他 方法 在 工 B. 康 服 若 
厅 奇 及 B.， 于 克 震 洛 夫 落 的 “高 等 分 析 的 近似 方 法”(1950 年) 一 
再 中 已 痊 以 了 关 明 。 

在 全 过 积分 方程 的 理 基 时 也 利用 轨 灶 到 退化 方 和 的 方法 。 岗 
如 ,下 列 各 咕 中 食 采 用 这 方法 : C. 工 索 位 列 夫 著 “数学 物理 方程 ”， 
开工 后 得 罗 夫 斯 基 落 “积分 方程 蓄 往 义 ", 柯 其 及 希 尔 伯 特 著 " 数 


学 物理 方法 ”, 答 一 。 
13. 例 1. 设 
六 [5， DD =eos (s++) =O08$ COSt— sin 39in zt (67), 
在 这 情况 于 ， 


A os) 一 08 38; pe 5) 一 oofsy =i sins, 


县 是 因子 i 只 在 中 间 各 步 计 算 过 程 中 套 加 法 去 。 讨 算 ax 得 ; 


于 多 开 ， 下 
' 和 1 二 a sds= pb 943 一 的 7 一 小》 qa9= -| sins ds = 一 育 。 
和 
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方程 组 人 9 取 以 下 形式 : 
(1-》 于 jar= 1142) fs。 


这 样 就 获得 两 个 特征 值 ja= 士 二 , 且 杠 此 的 标准 特征 病 数 是 : 


总 [2 . 
p18) 一 AM 三 cos pols) = Neinso 
2. 设 


Kt, t=st+sit, 713]) 


一 工 全 Fe/ 
在 所 熔 情 深 让 人 1) 一 中 人 55 pf rats 一 引 县 


{1 一 A = 9 = 


计 5° 


这 样 就 获得 两 个 特征 任 ht 一 忆 可 及 39 一 岂 - 了 且 对 休 于 它 个 的 特征 两 数 是 ; 


OP NE 


在 上 面 贾 俩 中 核 站 tay 记者 是 实 的 且 请 足 荣 件 正 上 中 一下 人 人 站。 这 样 的 核 
仅 有 实 特 征 值 。 

具有 对 称 芒 的 积分 方程 的 理 阶 并 在 以后 伏地 这 些 方程 在 数学 物理 中 
有 广泛 酌 应 用 。 

3, 现在 夫 一 个 有 沼 特 丁 什 的 浸 化 实 祛 的 例 。 下 


x ose (a): 
在 所 六 情况 让 可 以 识 作 
pC8) es pu) — 1 st} 一 工人 了 他》 =t, 
县 从 策 一 二 ta = 一 了 > ma 一 二 qm 一 一 六 
为 了 决定 特征 秆 得 到 方 各 
1 
lA 名 1 
= 
3 1 也 
一 可 和 工 十 言 、 


衬 有 福成 根 。 在 所 引 的 例子 中 实 补 第 足 条 性 区 G3)= 一 KG 全 
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这 翌 的 调 对 称 核 公有 犯 局 数 的 特征 箱 。 
和 .还 烙 一 个 溉 有 特征 慎 的 退化 核 的 侧 。 讼 


+ 。 0 =i8 


在 所 车 情况 一 工 且 叭 -的 元 洒 ar 将 是 ; 
ar=| sins Bn 29 ds= 0, 

齐 次 方程 起 (911) 及 (3913) 输出 力 一 加 一 0， 馈 而 卉 次 方程 对 于 任何 内 有 车 
鲜 。 粒 出 特征 值 的 方程 在 这 情况 弯 为 点 吓 的 党 式 : 1=0。 

既得 刹 的 结 时 的 推广 ”在 积分 万 程 理 获 的 义 述 中 , 我 们 重 
候 珊 待 求 画 数 pis) 及 自由 项 (8) 都 是 一 个 自 变 量 的 落 数 , 这 个 变 
旱 在 某 区 癌 [4, 站 肉 变化。 这 区 下 也 是 核 玉 {, 分 的 雨 个 变量 的 
变化 区 间 。 如 果 我 们 仿 没 男 数 gC) 及 了 (CM) 者 是 性 总 旭 某 有 限 
区 域 8 内 或 基 曲 而 上 臣 某 曲 钱 上 的 点 的 击 数 , 一 切 理论 都 完 双 保 
皖 不 变 。 这 时 , 核 玉 (E，i) 将 是 -一 对 点 型 及 丈 的 画 数 , 它们 之 
中 的 每 一 个 点 是 在 所 提 到 的 区 域内 或 曲面 上 或 井 线 上 变动 , 且 在 
积分 方程 中 的 积分 符号 应 当 了 解 是 展 布 在 所 昌 汉 的 区 域内 或 曙 面 
七 或 曲 秆 上 的 积分 ,因而 积 妇 方程 写 为 以 下 形式 : 
(94) gM = FM) +| ,EK CMM; MN) pCNY ds 。 
我 科 愉 写 出 一 个 积分 符号 , 程 必 须 到 仕 这 程 从 可 以 是 对 于 在 所 提 
到 区 域 的 多重 积分 , 且 dw 认为 这 区 域 的 面积 或 体积 元 素 或 曲线 
的 强 索 。 例 如 ,着 变动 区 域 基 在 年 面 (x, w) 上 某 有 限 区 域 8, 婴 在 
坐标 服 内 方程 (94) 可 写作 下 面 玖 形式 : 

gle 9 =f (2, D+)|E Ce, y;é, Do(E, Watdne 


我 们 将 假 订 画 数 .CU) 在 图 区 城 了 内 是 圳 升 的。 且 求 在 这 区 
域内 为 连 稿 的 解 pg (WHD)。 核 长 ( 攻 , ) 最为 一 对 点 (如, WW) 的 速 
续 冀 数 , 拜 且 每 个 点 在 二 区 城 且 内 变 就 。 


4 和 况 一 章 “” 积 号 方程 


现在 考察 关于 名 个 待 求 面 数 的 避 个 方程 的 方程 名: 

gi) ft SKEols, Op, Gl, 2, 1 me) 
在 这 情况 , 代 敬 核 的 是 辐 数 Kits, t) 可 应 的 显 陋 。 

不 难 招 写 岂 的 方 铂 组 归 灶 到 有 一 个 待 求 画 数 的 一 个 积分 方 
程 。 为 了 使 记号 不 过 于 复杂 , 屋 mm 一 2: 
名 1 二 方 《s) +| [Ks, ty ptt) 士兵 18f8i A putt) dt, 
ga 人 = foal) + CEs, D p(t) + Eosts, 六 pa 人 有 alt 


前 面 已 说 过 , 若 基 本 区 域 不 是 区 章 , 和 而 是 在 平面 上 , 在 曲面 上 
或 在 空间 内 的 任意 有 限 区 域 ,积分 太 程 的 -* 切 理 窗 仍 了 妇 是 不 变 的 。 
阶 能 今 假 设 变 点 跑 过 的 不 古 一 个 姥 度 或 一 个 区 域 , 而 是 儿 个 分 高 
的 总 段 或 区 域 。 一 切 浊 芍 这 时 是 完 至 不 变 的 。 为 了 使 邦 程 机 (95) 
万 车 到 一 个 方程 ,把 取 丙 次 的 区 间 [e, 四 作为 基本 区 域 , 或 是 换 们 
散 设 ， 我 们 取 坪 份 区 间 [a, 六 作为 基本 区 域 。 这 十 份 相 焉 站 禾 联 
采 。 我 们 本 为 ,如 果 碟 并 在 第 一 份 上 肛 了 王 )= 记 (如 ) ,如果 点 形 
在 第 二 份 上 则 了 (对 ) = fetA1)。 相似 地 用 pi( 对 I) 及 ysl 和 H) 确定 
PM)。 核 共 ( 奸 ,六 ) 按 以 下 方式 确定 : 

ECM, N=Ku(N, N) KE(M, N) -F(tM, N) 

《型 及 访 冰 在 第 一 份 上 ) (WW 在 第 一 份 上 ;VW 在 第 二 份 .上 )》 
(96) 

E{M, N)=En(NM, M) K(M, N}~FKo{ M,N) 

(WH 在 第 二 份 上 ;六 在 第 -一 挫 上 ) (CW 及 VW 此 在 第 二 份 上 ) 

这 时 浪 程 粗 (95) 归 圭 到 有 束 炉 核 的 一 个 积分 方程 ,基本 区 域 Y 电 
自卫 份 线 段 [e, 外 作 成 的 : 


(9 wD) FD +| EO, No (CN)dew 
积分 是 对 两 份 区 到 fc, 局 都 到 的 ,并 县 避 dw 一 dw。 
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“ 当 对 悉 所 丽 的 条 件 比 赴 楼 性 还 到 广泛 时， 上 面 襄 的 理 茧 也 仿 
上 昌 蚌 正确 的 。 便 如 , 拼 转 到 4s 由 有 有 了 版 个 不 加 和 图 点 及 不 束 禄 线 ， 
担 在 正方 形 三 内 坊 是 有 界 的， 上 且 存在 这 样 的 数 六 , 对 于 性 何 固定 
值 s 一 s :在 线段 ?一 如 人 二 is 拉 上 最 和 多 有 站 个 点 ,于 人 六 在 芝 
些 点 处 不 是 关于 十 个 变量 前 连 第 范 数 。 

不 难 证 明 , 这 时 ,只 要 h() 是 有 有 限 个 不 训 秆 点 的 有 界面 数 ， 
积分 
C98) cfg -| K({s, DA 


就 确定 了 的 连 秆 面 数 。 为 简章 起见, 涛 候 融 核 的 一 切 不 达 秆 点 
都 在 正方 形 的 对 角 线 ;二 s 上 。 注 启 , 由 条 件 ， | 及 的 | 所 m， 此 处 mn 
是 某 正 数 , 划 可 号 ; 


(99) lw (9) 一 oe) [<m| iK(s, KE(s, t) |d, 


由 于 积分 号 下 隐 画 煞 的 有 午 狂 , 对 于 任意 葵 定 的 正 数 s, 存在 这 样 
正 数 人 ,使 写 册 的 积分 消 区 闻 [3 一 $8, 5 十 外 的 种 小 于 &。 认 8 是 在 
”这 区 有 间 的 内 部 、 当 沿 着 其 余 区 沿 [a, 8 一 引 及 [8 十 6, 四 取 积分 , 剧 
积分 号 下 的 茵 数 和 将 是 十 变量 s: 及 上 的 连 糖 醋 数 ,是 因 之 对 于 充分 
接近 于 3 的 一 切 值 " , 沿 荐 提 到 的 十 区 疝 的 积分 也 都 是 小 于 s。 由 
此 可 网 ,对 于 无 分 接近 于 s 的 一 切 值 8, 不等式 (99) 的 左 谢 租 小 
于 38, 而 由 于 = 的 亿 意 性 ,这 就 答 出 画 数 w(s) 的 连 炽 性 。 按 类 位 
万 式 可 以 证 明 , 着 共 4 纪 及 天 《8 坟 是 满足 前 面 失 到 的 条 件 的 
南 个 核 , 删 画 数 
K's, 及 = | K's, 4) ER'(h, Doh 


将 时 它 自 己 的 妆 个 变量 的 连 纺 画 数 。 于 是 , 若 夸 区 (3s, 介 满 是 前 面 
指出 的 条 件 , 基 二 次 可 纺 已 经 是 如 稿 的 。 不 难看 出 ,在 作出 关于 核 
的 这 样 霞 设 时 ,方术 的 一 切 旭 询 在 证 明 中 不 错 改 任何 改变 都 是 民 
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持 的 。 

迁 要 注音 .在 .六 s) 的 违 粮 性 的 条 件 下 , 妇 果 我 鸽 求 有 有 了 痕 个 不 
速生 点 的 有 界 解 ,四 从 上 面 悉 明了 的 积分 (93) 的 速 入 性 , 由 于 方程 
本 身 ,已 故 显 示 出 这 个 解 也 应 是 速 篇 的 [参阅 外 。 

我 们 注意 , 在 让 嫩 基本 定理 时 对 于 黑 次 积分 必须 更 换 和 铬 分 欢 
序 。 在 前 面 所 作 的 关于 核 的 假 疏 下 这 种 更 换 是 念 法 的 。 在 带 有 多 
重 积分 的 积 俘 方程 理 基 中 ， - 切 仅 述 也 是 正确 的 。 这 时 在 对 角 线 
:一 + 上 的 不 束 粹 性 对 应 于 当 风 点 于 及 府 重 合 时 核 及 (好 ， 六) 的 不 
连篇 性 。 

如 果 核 是 无 界 的 ， 芭 冉 题 变 得 更 如 怎 杂 。 但 在 数学 物理 中 应 
用 积 妇 方程 时 , 交 常 辜 到 的 正 是 这 样 的 核 ,重要 的 是 渤 取 这 桩 的 无 
界 炉 , 全 前 面 所 证 明 的 关于 速 午 核 的 一 些 定理 对 于 它 也 保持 正确 。 
现在 我 们 就 进行 这 方面 的 计 渝 。 

15. 迁 襟 原理 ”在 这 一 段 和 下 一 段 中 我 们 叙 浊 所 请 选择 原 
理 , 它 对 以 后 积分 方程 理 座 的 叙述 是 必要 的 。 

设 有 茶 实数 扰 汐 集合 区 , 且 这 些 数 的 季 对 值 不 大 于 某 个 确定 
正 数 。 我 们 知道 , 从 属于 的 任何 乱入 数 刘 m 中 可 以 选 香 有 梳 限 
的 于 数列 aw[IT;89]。 对 于 驴 的 任 们 乱 贤 部 份 第 合 自然 岂可 以 作 
同样 的 选择 。 这 个 断 普 称 为 对 于 泣 数 集 谷 的 选择 原理 , 而 这 些 数 
的 艳 对 值 不 大 于 同一 个 正 数 。 同 样 的 选择 原理 对 于 复数 集合 也 成 
交 , 而 这 些 复 数 的 模 不 大 于 同 -一 个 正 数 。 为 了 放 明 这 个 事实 ,只 机 
首先 对 于 人 中 各 数 的 实 部 应 用 选择 原理 , 然后 对 于 所得 到 的 数 放 
的 克 部 应 用 选择 原理 。 我 们 的 问题 是 要 解决 :在 怎样 情况 下 选择 床 
理 对 于 画 数 集合 成 立 , 并 呈 我 们 只 考虑 一 禾 收 敏 于 标 眼 画 数 的 画 
数列 。 为 了 解决 指出 的 问题 ,我们 需要 一 . 系 记 新 的 概念 及 补充 说 
明 。 

障 有 任何 客体 (元 迷 ) 的 乱 限 集合 ， 车 这 和 集合 中 的 所 有 客体 都 
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可 能 这 样 标 以 正 束 烙 的 号 磺 , 使 每 -- 正 整数 对 应 于 和 集 侣 的 一 个 客 
体 , 且 反 之 , 染 侣 中 每 一 客体 对 应 于 一 个 确定 正 整数 , 旭 韶 达 集 合 
是 可 列 的 。 
摸 笨 话说， 各 果 第 台中 交 客 休 可 能 表 和 如 序列 形式 : Wi tg, 
“， 色 这 巢 合 是 可 列 的 。 下 面 答 出 一 个 重要 的 例子 , 郎 是 指出 
一 机 赤 有 理 数 的 使 合 是 可 列 第 合 。 将 一 切 正 有 理 数 照 这 样 次 序 排 
剂 ; 使 分 子 及 分 母 的 开 不 减少 且 使 分 怀 在 亡 提 到 的 和 有 同一 得 的 
那些 有 理 数 性 中 是 境 加 的 。 我 们 将 写 出 卫 莉 分 数 。 于 是 , 得 到 数 
列 : 
121321432I154.. 
di37 1 2 3 1?93341’3’' °* 
把 已 在 前 面 出 更 过 的 那些 数 去 掉 ， 我 们 得 到 含有 一 切 正月 理 
数 的 数 刻 : 


1 5, 


9 1 3 了 9 3， 地 + 
于 是 ,每 一 正 有 型 数 各 得 一 个 号 码 , 这 就 是 它 在 写 出 的 数 记 中 所 占 
位 置 的 导 和 三 。 一 切实 有 理 数 也 构 蕊 可 烈 集合 。 事实 上 , 我 俩 到 守 
为 第 一 数 , 然后 在 五 泛 写 出 的 数 刘 中 的 每 一 数 后 梓 太 符号 相反 的 
六 


1, 2, 地 ,3 


0,1, —1.,2, —2, 本 * 一 总 ， 3,， 一 3， 的 一 于 ， eo 


如 果 队 任何 序列 ww, ws, … 中 删除 定 的 某 些 顶 ,但 使 余下 的 有 无 穷 
个 项 , 则 余下 的 项 仍然 酸 成 乃 穷 序列 to,,w。,…, 凡 也 可 标 以 号 将。 
由 此 可 见 ， 可 列 集 合 的 任何 含有 圾 穷 个 元 素 的 部 份 集合 也 是 可 列 
华 侣 本 
例如 ,属于 任何 区 疝 [a, 可 的 有 开 数 集合 也 是 可 列 信 人 
我 们 看 出 ,在 2 井 的 任何 任意 小 的 固定 区 山上 可 找到 狠 鹤 多 
的 有 理 数 , 或 痢 说 ,分 布 在 5 轴 上 的 有 理 数 是 过 密 的 。 
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理 数 刘 中 不 是 按 寺 加 或 减少 的 次 序 来 排列 的 。 

可 以 证 明 , 从 区 更 [4, 站 内 的 所 有 实数 构成 的 集合 不 是 可 列 
的 。 

现在 考察 对 于 了 YY 举 标 平 而 上 的 某 区 域 B。 我 但 证明, 中 
的 南 个 华 标 (w, 分 者 是 有 理 数 的 点 所 成 的 牺 合 是 可 烈 的 。 

例如 ,首先 可 以 把 具有 有 吏 坐 标的 所 有 点 ( 卫 , 全 ) 标 以 号 码 。 
因为 有 理 数 可 标 以 导 三 , 则 具有 有 于 华 标的 点 能 够 写作 形式 (un， 
bu) (2 nn 一 1 2，…)。 这 些 数 往 可 以 按 下 标的 和 及 在 同和 导 按 
第 一 下 标的 增加 次 序 排 询 : 
(Vi V1) 3 Cy ve) , (ata, Dw) Ly 9) Cus, V2), Cs, Li 
恬 于 区 域 的 具有 有 理 华 标的 点 集合 5 是 可 殉 策 合 的 乱 限 部 份 
和 集合, 故 也 是 可 列 和 集合 。 这 和 集 侣 世 在 B 内 是 汤 密 的 , 亦 部 以 肿 于 
了 B 的 点 作 中 心 的 任何 图 因 , 可 找到 中 的 无限 允 个 点 。 完 全 类 似 
地 可 以 许 明 , 甩 于 n 杂 空 间 的 任何 区 域 8 的 有 理 坐 标点 (zi, zs， 
pa) 的 华 合 是 可 列 的 ;, 且 在 吾 内 是 通 密 的 。 

要 证 明 在 曲面 S$ 上 存在 可 列 且 混 密 的 点 梨 , 例 如 ,只 须 将 曲面 
划 人 芬 为 有 限 王 ,如 果 取 每 一 井上 某 点 的 切 泗 作为 下 严 平 而 , 旭 每 块 
有 显 式 方程 z= f(z, 仍 。 这 时 ,例如 ,如 果 取 切中 上 具有 有 更 坐标 
(2; 纺 的 点 , 删 在 任何 韧 上 可 获得 可 齐 且 遍 密 的 点 第。 发 块 炒 是 
p。 在 每 一 块 上 我 们 有 台 宕 点 序 而 : 

a a a (=1, 2, ,PD)o 
我 个 可 将 它 仙 排列 为 一 个 序列 
ol, 他， | 站 各 ， qh, de , rs we, < 

妇 杂 染 些 点 重 含 的 落 , 则 在 序列 中 删 去 这 些 鼎 。 从 中 心 在 如 上 的 
任何 球 内 可 找 弹 曲面 的 上 壕 点 的 可 列 锋 录 集合 。 现 在 证 明 上 下面 引 
垦 。 
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下 埋设 在 区 贡 [2,6]. 上 确定 某 光 数 向 办 (22 ;县 宇 们 的 机 下 
大 于 同一 数 上 ， 肿 对 于 [ge, 要 中 任何 可 列 点 集合 2% 二 1, 2， 2), 
从 丁 数 列 f,(2) 中 可 以 选择 一 个 子 序列 ,使 它 在 这 了 可 列 集 全 中 每 点 
是 收 络 的 。 

接 定 理 的 条 和 件 [Po | 过 工人 一 1 ，2，…)， 且 机 从 数列 六 (2 
” 选 出 收 租 子 数列 , 欢 即 反 画 数列 产 (o 中 可 能 选 出 子 画 数列 
CI) Cw), FE (Ce) , FIAT 
它 在 点 4= 是 收 租 的 。 如 对 寺 尚 数 (了) 全 = 旭 得 到 数列 
各 (oa) , 它 税 的 模 世 不 大 于 荆 。 周 此 从 面 数 说 (1) 中 可 能 选 轩 这 
样子 茄 数列 
《I1) (0) FE EY), fH) ， 
使 它 不 发 在 点 x=%vi 收 笋 [因为 宪 是 从 人 芽 ) 中 选 出 的 , 而 人 1) 在 
一 wi 时 是 妆 数 的 ] ,并 且 在 点 二 %s 世 是 收 敦 的 。 匮 % 一 4, 大 注 意 ， 
一 切 数 并:(os) 的 村 都 小 于 或 等 于 工 , 于 是 从 序列 人 TD 中 可 再 选 出 
子 丙 数列 
《III) FD), TEE) , FE CP) ,ee, 
使 它 在 :一 waiy 2 一 0 及 4 一 aa 评点 收 化 。 灯 轩 上面 的 作法 ,一 般 就 
会 得 到 囊 数 刘 
《ID) FD), FED) fe a) (m1, 2,8,..), 
使 它 在 2 一 zi 之 = 二 wn 请 点 收 逆 。 现 在 构成 一 个 新 序列 ，、 
它 是 从 (了) 中 取 第 一 画 数 ,从 (DD 中 取 第 二 醒 数 ;从 (ID 中 取 第 三 
汞 数 等 等 而 龙 成 的 : 

FO Ef my fA) = Em) FO = FE (FD, 
(*) ! 
FO = FR) ,to 

我 机 就 明 ; 这 个 序列 已 经 在 任何 点 x 二 2s; 收 航 。 事 实 下 , 任 取 尘 虞 
= 一 Ara 按 痕 上述 作 话 ,， 序 珂 人 ) 中 从 也 = 天 开始 ， 亦 邹 一 切 夯 数 
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(**) FOR = PET) = fr) 
构成 在 =# 时 的 序列 Lj 的 子 序 列 , 因 沁 在 子 上 序列 人 站 中 代入 数 
值 4= zx, 我 们 得 到 收 襄 上 序列, 亦 邹 函数 列 0*) 在 点 =w 收 敦 。 
对 于 到 应 (<*) 也 可 同样 地 频 定 ,于 基 引 型 得 证 。 在 直 明 引 理 时 所 
未 由 的, 构成 在 一 切 点 7 一 :收获 的 画 数 刘 的 方法 , 称 为 对 角 和 区 法 。 
写 自 然 不 是 殖 造 于 捷 而 仅 有 部 理 座 的 价值 。 

所 指 的 让 有 明 钱 前 对 于 实 画 数 或 对 和 王 复 夯 数 7,{2) 都 适用 的 。 
也 可 还 党 逐 侣 地 对 于 确定 在 吧 林 鹤 疝 的 任何 区 城 号 内 了 或 在 曲面 上 
的 面 数 . 疙 (5 照样 素 证 明 这 个 引 理 。 

好， 选择 原理 ( 纺 ) 识 f 了 (7) 是 在 有 限 区 闸 [a, 81 上 的 回炉 本 
数 。 我 个 知道 它 是 一 禾 回 粹 的 , 冰 名 ,对 于 任 焙 正 数 sy 存在 这 样 
正 数 多, 对 于 区 并 [a, 如 内 使 |zw' 一 sa"| 起 7 的 任意 是 点 站 及 x'. 有 
(3D 一 2)| 夸 s。 对 于 在 区 有 间 [, 丰 内 为 巡 纺 的 不 同 黄 数 ， 
当 8 其 已 烙 时 ,一般 上 弛 漳 , 将 有 不 同 的 ”。 若 有 有 限 个 圳 车 而 数 
用 对 于 总 答 的 e 苗 对 应 焉 数 pn， ， 
”nr 的 中 间 将 有 最 小 数 。 让 作为 字 。 这 时 可 疡 曲 , 只 要 (一 2 二 
委 分 ,期 当 着 一 工 2 人 上 时 ,有 1 太一 产 (z 门 1 赤 s。 租 如 果 有 过 
各 半数 (2) 的 乱 限 集合 G， 则 在 对 应 的 正 数 站 中 可 能 湿 有 最 小 
数 。 此 外 ,对 于 已 葵 的 这 些 正 数 或 许 会 无 限 这 近 于 雳 。 这 时 不 
能 对 于 & 利 的 所 有 南 数 了 选 择 同 一 数 如 。 例如 , (xt) =ginneg 
人 一 2 二 已 知 s 当 于 狐 穷 增 大 叶 , 数 了 显然 移 于 志 。 这 
可 从 这 样 事实 童女 推出 , 即 当 自 变量 xz 的 墙 量 为 6, 正 束 的 幅 角 也 
哆 变 n6。 

定义 设 硬 数 集合 5 中 的 了 (2) 在 阴 区 同 [ze 内 是 过 德 的 ， 
车 对 于 任 糖 正 正 数 8， 对 了 村 习 中 的 所 有 而 数 存 在 间 一 个 这 样 正 数 和 下 交 7 
在 区 闻 [a, 站 内 使 |z' 一 2 | 的 秆 2 及 2" ,有 |j(2) fo 
于 2 出 称 避 是 寺 度 速 纺 天 数 全 合 。 
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栈 数 的 等 度 速 车 性 及 模 不 关于 同 -- 数 的 有 界 性 , 使 我 们 有 证 
明 选 择 原理 的 可 能 , 而 且 在 所 共和 情况, 收 化 性 了 解 为 在 [wx, 四 办 的 . 
一 致 收 禾 性 ; 亦 即 成 立 下 西 定理 : 

定理 一 、 壤 是 丽 数 了 (2) 的 集 侣 , 它 在 有 限 阳 区 们 [4,5] 上 是 
等 度 速 村 的 ， 本本 开 的 覆 下 大 同一 数 工 让 他 IS | 去 


人 本 


烈 在 [&, 5 下 

上 服 有 及 中 的 革 图 数列 。 应 用 引 理 ,我 们 林 断 时 ,从 这 阔 数 列 中 
可 以 取出 子 画 数 到 , 鸽 这 子 画 数列 在 [人 上 的 其 可 列 且 通 密 第 合 
的 一 切 点 和 是 收 仇 的 。 例 站 ,这 是 在 [Le, 四 天 的 有 有 理 坐 标的 一 
(*) Fw) fal) fa tt) ,~* 
是 从 习 中 的 画 数 列 选 择 出 来 的 子 匣 数列 , 它 在 上 上面 提 和 到 的 一 切 点 
2 下 一 工 ,2;8，… 是 收 笋 的 。 我 们 证明 ,这 画 数 列 在 整个 区 有 闪 [e 订 
二 是 一 至 收 茹 的 。 作 差 万 (一方 ( 轨 且 抬 它 吉 示 为 形式 
Ce) Ds 

t [fw ) — flr)], , 

其 中 是 上 面 提 到 的 在 [4, 轨 肯 密 的 点 集 含 中 的 任 一 点 。 避 
是 任 给 正 数 卫 ”是 等 度 速 糖 定 义 中 引 大 的 对 应 数 。 取 一 再 x; 中 
的 点 搞 粳 成 的 有 限 点 集 7', 使 这 有 限 华 合 中 的 藉 点 将 [a, 51 分 为 
有 限 个 部 份 区 间 , 匡 每 一: 部 份 区 半 的 长 度 所 mm。 这 最 然 是 可 能 的 ， 
国 为 一 基点 各 的 集合 在 [rx, 81 王 是 过 密 鬼 。 在 有 限 点 集合 t' 的 
每 一 点 函数 刻 4 “有 要 限 。 因 此 在 在 这 样 的 数 六 车 w 是 上 面 提 
到 的 有 限 点 和 革 会 * 中 的 尾 一 点 ,就 有 
(8) fi 一 fC0D)| 之 sa， 尖 p 及 9>> 玉 时 。 
我 们 认为 出 现在 公式 (%) 中 的 点 2 是 有 限 和 集合 不 中 的 一 点 , 且 写 
出 不 等 式 
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Cy) fete) — fr) | i (8) — fon) | + jf) — fl") | 十 
二 | fol") — fl | ， 
它 可 二 接 愉 (四 推 得 。 对 于 在 fe, 妇 上 上 任何 点 &, 可 定 出 刚 于 7!' 的 
这 样 点 好 ,使 对 于 作 一 mn 有 | 方 (四 一 Po)|<e。 这 个 中 是 了 点 
所 在 的 部 份 区 阅 的 两 端点 之 一 。 此 外 ,站 PP 及 gg 六 玉 时 ,对 于 属于 
F 的 任何 2 有 不 等 式 149)。 于 是 , 由 于 (7) ，, 我们 可 断 营 如 下 : 对 
于 尾 答 正 数 es, 存在 这 样 数 育 , 不 依 屯 于 人 的 , 当 p 及 4> 克 时 
及 [a， 5] 上 的 任何 2 使 | 六 (7) 一 六 人 2) 二 各, 这 就 指出 夯 数 列 (*) 
在 整个 区 间 [z, 如 上 是 一 防 收 敦 的 ,因而 定理 得 证 。 

这 自明 无 蓝 对 于 实 画 数 或 复 夯 数 者 显然 适用 。 如 果 我 们 已 知 
笑 度 束 稿 的 画 数 列 疡 (7) 在 tr, 8] 内 的 一 切 点 或 在 [a, 引 ] 闪 为 带 密 
的 某 个 点 集合 z; 是 收 雍 的 , 肿 梁 有 必要 透 国 在 一 切 点 zt 收 敦 的 
子 茵 数 殉 , 上 且 可 能 作出 下 面 断 各 : 

定理 二 、 若 在 [e, 581 上 是 颖 度 速 种 的 两 数列 让 (89) ,fu 人) … 
在 这 区 关内 的 一 切 点 (或 巷 莹 羽 在 时 个 在 [4, 丰 上 沁 密 的 点 集合 的 
各 点 如 ) 是 收 伏 的 , 则 这 西数 列 在 [c, 下 上 - 息 收 伍 。 

诈 明 的 定理 可 逐 字 逐 何 地 转移 到 两 数 JP) 了 的 集合 各 的 情况 ， 
这 第 合 中 的 画 数 定义 在 ” 座 窑 疗 的 其 了 区 咸 上 或 是 在 曲面 上。 
在 这 里 等 度 速 烤 羽 显 然 这 样 定义 : 妆 任 意 和 给 定 正 数 s 时 ,对 于 中 
的 所 有 画 数 存在 同一 个 这 样 正 数 %, 只 要 了 及 外 是 居于 上 8 的 任何 
十 点 且 距 离 ;PQi 专 ” ,就 有 ' AP) ~ 了 (98) 1 <s。 区 域 是 阳 的 意 
味 着 对 这 区 域 要 添上 写 的 境界 1TI: 831。 就 是 在 B 由 几 个 分 离 的 
闭 区 域 各 成 的 展 况 下 ,让 明 气 须 改 变 , 仍 肝 有 效 。 

17， 大 界 核 ”如 困 匀 呈 无界 的 , 前 面 所 证 明 的 关于 积 稻 方程 
章 一 些 定 理 就 可 能 不 正确 。 可 是 在 某 莹 附加 条 件 下 , 定理 对 于 然 
界 核 就 也 保 竺 正确 了 。 现 在 我 个 挑 出 这 样 一 类 租界 核 。 关 于 全 有 
无 界 核 的 情形 以 及 积分 区 域 是 无 淄 大 的 情形 的 积分 方程 的 一 般 理 
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之 和 将 于 管 五 中 天明 , 它 是 以 更 广泛 的 积分 概念 ( 勒 喘 格 积分 ) 作 基 
砚 稀 。 为 确定 起 见 , 我 个 将 对 王 面 情况 加 有 以 央 述 。 要 辑 到 对 于 性 
何 ” 闪闪 竟 或 对 于 曲面 的 积分 的 情形 完 符 流 有 图 跟 。 

我 们 假设 楼 撩 ( 开 ; 克 ) 只 在 点 型 及 六 重合 时 变 为 无 软 大 。 正 
是 这 种 类 型 的 核 友 常 在 数学 牺 理 中 名 到 。 

因此 , 考 符 下 形式 的 核 : 
(100) KF(NM;N)= £0., 
其 中 工 ( 计 ; 人 W) 是 在 有 限 形 区 域 了 中 的 一 对 点 (时; 入) 的 连 模 西 
数 ,r 是 出 点 于 及 VW 用 的 距 吝 , 且 数 4 满足 条 件 0<a<2。 这 类 荀 
的 核 将 称 为 极 性 核 。 从 (100) 得 到 估计 
(101) [ECM;N). 去- 所， 


其 中 心 是 某 党 数 。 我 们 纠 先 确定 横 性 核 的 某 瞪 性质。 今后 学 母 殖 
将 者 示 到 区 域 . 
融 a 是 BB 的 埋 径 , 世 就 是 ， BF 中 点 与 点 肢 的 最 大 上 距离 [II;89]。 
区 域 节 合 在 以 BB 的 任何 点 并 作 中 心 而 以 台 作 守 径 的 图 内 ,因而 
有 估计 
0 nO 
Jizenmlws 800 Be ee 
亦 朗 
Go | .EarleovrsD， 


oe | 一 


丽 wt 入) 定 在 吾 闪 某 连 情 耐 数 , [9 
(108) of -| KC ;NCN) Adoy, 


由 于 《400)， 所 屿 的 积分 显然 有 意义 。 我 们 证 明 画 数 好 ) 的 
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回复 性 : 
5 有 六 of) 一 | [RN NY SE CN; NY ICN doro 
xf 了 于 过 篇 曾 数 ww 入 在 8B 中 有 有 估计: 
(104) uC) L001, 
其 中 Oy 是 常 莪 。 其 次 ， 
(105) [oN ol MM) | ol, (KOM; NY KE CM; NY Ta 


以 后 稀 用 ws 及 加 各 以 开 及 形 ' 为 心 且 咎 径 为 p 的 十 图 。 震 
3 是 革 一 小 正 数 , 它 将 在 以 后 选 摊 。 作 出 图 ws, 且 驴 B; 是 区 域 8 
属于 图 oa 的 部 份 ,而 如 是 8 在 图 ww 外 面 的 部 份 。 可 写 : 


(106) | EC NY) KE(M; Ndos=)| IK(M';N) 一 
—_K(M;N) lee 十 |， [下 (2 一 区 (da 
由 于 (101) 项 有 慷 许 : 


[IKOMSN) -ECM N) avs <C| -dot 


其 中 六 后 型 及 广 雨点 间 胸 距离 。 假 识 开 及 滑 ' 十 点 问 的 中 离 小 
5, 这 时 园 [2 显然 位 置 在 转 sa 的 内 部 ,因此 


| [ECM';N) -KEK(M:N) aossc| -doy+ 


+o| | doy o 
在 各 图 内 引进 禄 从 标 且 计算 积分 ,得 : 
(107) | KOM'; NE CM: NY) laoy 20 [(28)2-e+ 


中 一 性 
十 《8 ]。 


人 
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` 虎 6 是 任 烙 正 数 。 规 定 8 是 这 样 的 小 ,使 (107? 的 右 端 将 去 30。 
现在 来 考察 下 式 (106) 中 的 第 二 项 。 若 形 " 点 在 于 图 ou 内 且 
叉 点 在 于 区 域 B, 内 , 则 7 及 ”> 关 》 且 


yx 了 一 | 
和 RE < 


ENN)—EKE(M;N)|= 机 


< [了 WM; ND) | ， 


2 
其 中 LIAMH', 峙 ;好 ) 是 在 是 内 的 帮 "， 好 及 让 的 速 盘面 数 , 当 开 及 
粳 雨点 重合 时 它 等 于 需 。 由 此 推 得 ,存在 这 样 正 数 ”, 它 不 因 江 
氮 鬼 位 置 和 而 蛮 且 可 静 为 它 不 大 于 8, 蔡 床 宛 1 形 时 | 不 大 于 mm 就 有 


{108) | EOM'; N) -KE(M; N) | dws < 


注意 (107) ,得 到 :车 | 天 好 :| 志 %， 有 
je — ot M) 8, 

这 就 证 明了 vo{M) 在 请 内 的 连 各 性 。 还 要 指出 , 数 仅 与 8 及 吕 
有 基 , 但 不 依赖 于 wN) 的 具体 选择 , 环 朗 对 于 满足 条 件 (104) 的 所 
有 曾 数 w(m) , 当 0 固定 时 ,我们 得 到 等 度 束 结 丙 数 族 oCM)。 

从 (102) (1031 及 (104) 章 即 推出 下 疝 舍 计 : 

CD | < OD 

于 是 ,我 们 得 到 以 下 辕 果 : 

引 理 一 ”公式 (108) 将 过 积 而 数 w( 六 ) 变 为 巡 禹 西数 vCM)。 
如 果 画 数 &[mW) 的 模 不 大 于 同一 数 Cu; 则 得 到 一 类 等 度 束 秆 贡 数 
ov(M) ,这 类 莉 数 的 楼 也 不 大 于 同一 数 。 

引进 在 一 定 意义 下 人 迫近 于 核 K (ML;W) 的 连续 核 KCM; 六 )， 
也 就 是 识 : 

EM;N) ,3 rey,; 


(109) 本 | LN) ry 
TS 3 9 


€0 | 第 一 兴 ” 积 俘 方 程 
其 中 > 是 任何 正 数 。 只 当 ”<y 时 被 玉 y(M; 站) 与 核 下 (ai NN) 
有 所 不 同 且 |KyCM;N) | 志 | 蔗 CM; 六 ) |, 轩 而 由 于 (I01), 有 


(1102) [ra 二 -全 
(110。) | [KM;N aw <D, 

与 变换 (108) 司 时 来 考察 变换 
(111) vyM) = | EyCM; Nu N)doy, 


由 于 锐 到 (于; 广 ) 的 巡 御 性 ,2 对) 的 连 入 性 是 月 显 的 。 再 重复 
士 面 指出 的 估计 。 由 于 (C10,) ,对 于 展 布 让 :69 上 的 积分 将 有 与 以 
前 相同 的 估计 。 虱 下 是 在 固定 正 数 时 来 估计 积分 
(112) | E00; 8) — ECM;N) ldawv。 
这 可 以 和 前 画作 过 的 完全 一 样 ,不 过 只 在 天 达 式 
LN, M; N= LN NI —r°eL(M;N) 

中 , 当 ?< 时 ( 或 7 人 <) 应 以 7 代替 7 或 7 中 ,如 认为 KolCM;N) = 
三 攻 ( 半 ;名 ) ,我 们 看 出 , LCM', 半 ; 和 是 内 的 点 I', 扩 及 NN 
的 连 纺 西数 , 且 套 数 Y 情 于 区 间 0<y<a, 其 中 &1 是 任何 正 数 。 
于 是 , 在 估计 积分 (108) 时 所 说 到 的 数 m, 在 这 里 可 选 它 不 依 籽 于 
.7 ,用 前 面 对 于 vy( 收 ) 的 等 度 巡 和 纺 性 及 -1vy( 开 ) | 的 有 界 性 的 证 明 
完全 有 效 。 

引 理 一 老 束 条 西数 CN) 的 伐 不 大 了 秆 同 一 数 且 YY 到 会 何 正 
值 ， 则 到 式 (111) 确 害 等 度 过 和 粮 画 数 类 (M4) ,这 图 数 类 的 模 也 不 
大 于 同一 数 ，。 

现在 证 朋 积 分 次序 的 变 的 到 式 , 它 是 我 们 必需 攻 到 的 : 
(113) | [| FE (M; W)aa(N)das (Md = 


-| [| < (CM; NY Md) dos lus CN)dcow, 


17， 挫 界 帷 61 
其 中 避 ( 六 ) 肥 w(tH) 是 在 刁 内 的 什 何 和 速 乱 窗 数 。， 对 于 束 芋 村 
,CM;N) 这 公式 是 已 坡 知 道 了 的 FIT; 7]: 
014) | [| Ca ; NaC Naor |ua(W)aaw= 


-| [Ey NY os ja CW) eer 
不 难 证 明 , 当 7 一 0 时 ， 有 
(0115) | .EC Na (Ndr>)| FCM; Naa CN) 
一 和 臻 地 关于 VY, 事实 上 ， 


于 [EONM; NB)— KOM; Nl Mados | 


<max tu(N) 1 CA) 一 下 Ca 
但 所 写 的 着 在 图 ov 外 变 为 千 , 因 虐 


ee 
uu 


下 [& UA; BY) ,NH; Ml ( NY) dy 


<max ‘un(N) | [KOESN) + KM;N)|ldos 。 
注意 (101) 及 (I10) 的 估计 ,得 : 


tn; ND—E NM; Nl Rdos 


< 
dr(7 ya 


| 


2 


<max|u(W) | 
从 而 推 得 (145) (一 致 地 甘于 开 )。 
完 公 相 休 ， 当 yxy 一 0 时 ,有 
| ,Ka ; 到 ya M) dou | EK (M ;Nu MT dy 
一 狼 地 甘于 义 , 且 从 至 式 (14) 了 到 极限 序 短 到 式 (13)。 
至 举 址 明 以 后 要 用 到 的 一 个 权限 步 妥 。 评 站 8 内 的 连 入 芥 沐 
A 1 它 依 弄 于 一 个 正 央 数 YY, 当 YY 一 0 有 时 省 一 教 地 趋 于 po 
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三 限 匡 数 ， go 肯 ) 显然 - 上 是 融入 的 。 这 时 , 束 有 

A160) | Es CS Np Nr?| kK CMs) vol N) dese 
我 们 有 : 

LR No ERE, MN pM a | 


<|| EC; N) LPN) — gr Nas + 
十 | EE CMSN) ~ EyCM;N)I pCN) do |, 
从 py( 术 ) 一 数 政 敏 于 pol) 推 知 , 对 于 充分 搂 近 于 霉 的 所 有 
蓝 7, 有 |9y(NW) | <<D1s 其 中 DD 是 某 常 数 , 昌 注意 (102) ,得 : 
IJ EE CS; BD go(N) EM; DrCD]aov|s 


<D maxl pol N)— plN) :+ 
在 怠 责 
+ D1 EEC: N)—Ey(M;N) Ids, 


如 我 们 刚才 见 过 的 , 右 端 的 积分 与 7 同时 趋 十 零 , 也 就 是 束 
个 右 端 趋 于 雳 ,从 而 推 得 (1146)。 

18， 无 界 核 的 积分 方程 考察 具有 上 面 所 分 析 的 那 种 类 型 
的 无界 核 的 积分 方程: 


(117) pM) = MD 二 | ER (MS N) 9(N) dn 

去 中 /CI) 是 已 给 的 卫 gD) 是 在 B 内 连 粮 的 待 求 画 数 。 
首先 , 瞧 和 不 是 特征 和 值 。 泸 们 广 明 这 时 齐 识 方 程 

(118) gy) 一 | KM; N;gy(N) ds 

对 于 充分 小 的 一 切 正 数 7Y, 没有 尽 于 涩 的 解 。 我 们 骨 用 反 证 法 。 

座 存 在 这 样 下 数列 TT Yi? …; 它 蜂 于 零 , 使 方程 
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一 


(119) D (WY = | 1 CM NY) po NY dos 


有 不 等 于 宕 的 解 。 若 注 章 到 , 这 些 解 陈 了 闫 一 个 常数 因子 外 是 完 
全 确定 的 , 则 可 假 识 
(120) pa |, 
年 在 点 开 的 全 一 全 全 ,上 F 式 取 等 号 。 

由 于 引 理 二 出 数 gy, 于 ) 在 B 内 是 猎 度 连 粮 的。 如 昌 还 注 毒 
到 站 20) 订 以 断言 ， 从 gy( 开 ) 中 可 以 选择 子 辆 数 刘 ,全 它 在 吕 内 
一 致 政 仇 上 是 禄 限 画 数 ou。 关于 这 个 子 夯 数列 在 至 式 《 人 EL9) 
中 到 极 限 , 短 到 [1 站: 
(191) pol YY = 和 | E (CM; NY po NY dye 


由 于 过 渡 到 栋 限 的 一 至 收 做 性 扩 站 120) 内 的 等 号 对 于 尾 何 % 成 
让， 可 了 断 阁 pol 汕 ) 不 恒 锻 于 需 。 从 (121) 推 得 入 是 汶 程 (117) 的 将 
征 慎 , 而 这 是 与 开始 时 所 作 的 假发 子 盾 。 于 是 ,方程 (118) 对 于 充 
分 遇 近 于 雪 的 一 可 了 公有 孝 解 , 且 可 断 竺 ,有 带 米 核 的 方程 


(192) gy(M) 一 F() + KM; NY) wp, CN dy 


对 于 任 合 自由 项 7 和) 有 和 解 , 且 这 解 是 唯一 决定 的 。 我 们 移 明 ， 
“对 于 充分 接近 于 雳 的 - 切 Y, 这 些 解 的 模 不 大 于 于 一 数 。 习 my 一 
—max| py MM) |。 我 们 必须 证 明 , 不 存在 任何 数列 mm,,, 它 是 趋 于 
(十 o0) 的 。 我 们 有 几 反 证 法 。 最 有 这 样 数列 ， 亦 部 wo 一 十 ce。 我 
从 有 : 

{128Y | py (MI a1 


We | 
且 当 取 荣 一 点 至 时 法 到 等 号 。 在 等 式 (j22) 中 y=”,, 朋 租 南 
端 队 以 和 om: 
(24) ED 一 | Ey M:N) EN goy 4+ D0., 
Ty Ty Ty 


4 问 一 闽 ” 积 妨 方程 


右 端 的 第 二 项 在 了 内 一 私下 人 歼 于 宠 ， 由 于 (23) 及 引 理 二 ,二 媒 的 
第 一 项 答 出 一 和 玖 有 界 日 等 度 加 和 炉 交 商 数 唱 。 由 于 阿尔 采 直 定理， 
当 -0 时 ,第 一 颁 在 下 内 一 私 政 竹 于 概 艇 疯 数 。 因 之 左 端 在 也 
内 了 生 应 一 救 收 吉 于 某 匡 限 画 对 pot 和) 这 称 当 西数 不 恒 锻 于 寺 的 ， 
因为 在 人 237 中 了 到 等 号 -在 1124)? 中 到 和 福 限 ,就 得 到 4121) 在 万 ， 亦 
部 出现 了 % 是 方程 人 117) 的 特征 值 , 这 与 候 谣 子 盾 。 因 此 , 当 Y 充 
分 通 近 了 : 渤 时 ,一 切 丽 攻 wx 于 的 模 不 大 丁 同 一 数 。 然 后 从 122) 
及 引 理 二 推出 画 妆 gp; (对 ) 是 等 记过 续 的 。 再 应 用 一 实 阿 鲜 休 簿 
定理 且 联 和 权限, 得; 

(125) Ca fA) + 让 ECM :NolN yay, 


其 中 wl 如) 是 某 回 篇 国 数 。 

因此 ,我 们 已 指明 , 若 和 不 是 方程 (17) 的 特征 偿 , 风 对 于 尾 沉 
基 由 项 玉林), 这 方程 有 和 解 。 按照 弄 次 方程 位 员 ) 避 有 寄 解 的 假 订 
可 芷 序 推 出 解 的 叭 一 性 。 

现在 考察 漠 燃 方程 , 字 是 全民 1) 的 转 洗 方程 : 
(126) WY 一 | EK {NS WH) (CN) Gor, 
且 指 出 它 也 仅 有 才 解 。 假 裔 不 是 这 样 ,日 骨 由 {型 ) 是 这 方程 的 不 
等 于 零 的 和解 。 将 方程 (1 站 的 一 端 溢 以 由 LY) ,对 并 取 积分 且 在 二 
闪 积 分 中 变换 积分 的 次 座 , 核 照 [17: 


] GODyGDaoa=| [| RO; MY MY dor |o CN) Gy- 


+ FD YM) dr, 


共 而 由 于 (126) 得 到 方程 (117) 的 可 艇 条 仁 { 套 考 从 【6] 中 公式 
(79) 的 圭 葵 ) 


(127) } FO LM = 0 


也 ， 畦 征 逢 的 情 沱 5 
但 前 面 已 赤 大 到 方程 (117) 对 于 任何 了 (1) 的 可 解 性 。 这 个 也 
显 出 齐 次 方程 (126) 只 有 和 零 解 。 
于 是 ,对 于 形式 如 (100) 的 核 我 们 已 证 明 下 面 硅 论 : 有 十 种 可 
能 : 或 者 方 各 
OD = OD tH] FEO; N) pCN) do; 


pM) = gM) +2| KE(N; DY CN) dy 


对 于 任何 (MD 及 (21) 同 时 有 解 日 是 唯一 的 ， 台 者 对 应 的 章 次 态 
程 有 不 等 于 彭 的 解 。 

注 党 ”各 果 % 不是 特征 秆 ,到 已 她 证 明 , 对 于 每 一 个 光 分 接近 
于 零 的 正 的 ,方程 (122) 有 哈 一 解 , 且 对 于 所 有 y 这 些 解 的 模 不 
大 于 同一 数 。 其 次 ,借助 于 子 画 数 儿 的 选 出 及 取 榴 限 ,我 们 得 双 原 
来 的 方程 (117) 的 解 pi CN)。 

不 难 媳 明 , 利 用 解 的 唯一 性 , 子 画 数列 的 选择 是 不 必须 的 。 事 
实 上 ,如 果 当 7 一 0 时 ,py( 开 ) 在 茶点 玉 汕 有 人情 定 的 檬 限 , 旭 可 取 
出 南 个 子 画 数列 ,它们 一 至 收 第 于 南 个 巡 种 枉 限 男 数 ,这 页 个 模 限 
画 数 在 天 点 有 不 同 值 。 于 是 ,我 们 竺 到 三 程 (117) 的 十 个 不 同 解 ， 
而 在 和 不 是 特征 值 时 ,这 是 不 可 能 的 ,。 因此 , py( 和 不 须 任 何 选择 
就 会 赵 于 极限 丽 数 (at)。 由 于 (122) ,从 面 数 gy(H) 的 模 的 有 
界 性 及 等 度 束 续 性 显示 出 收 仇 于 杖 限 的 一 至 性 。 

19. 特征 值 的 情况 ”现在 器 是 特征 值 。 和 如 果 下 面 雨 个 齐 次 


方程 ， 
(128:) gM) | KO; N) oN) dws 
(128;) (Ca0) = 和 | EON; MPN) dy 


之 一 有 有 限 个 绥 性 天 基 的 解 , 肥 重复 定理 四 [如 ] 的 证 明 , 示 几 另 一 
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个 方程 也 有 同样 多 个 线性 乱 其 的 解 。 从 这 以 后 ,也 像 在 [10] 中 一 
绊 , 可 以 证 明 条 件 蕊 27) [其 中 下 (了) 旦 专程 入 282) 的 任何 和 解 ] 不 习 
是 前 程 咒 1 站 可 艇 的 必要 笨 件 ,而 且 也 是 充分 条 搬 。 

剩 下 权证 的 是 , 上 江南 为 程 的 人 一 个 癸 却 方程 (1281) 的 线性 
天 美人 解 的 个 数 是 有 限 的 。 

用 反 焉 法 米 走 明 。 访 万 程 .1123 有 扰 队 多 个 的 线性 乱 关 的 名 
(129) vl) =%| EKO; N)p NY ade, (r=1, 2 


可 而 为 这 些 解 是 南 南 站 变 的 : 


G80) | ,mC pa Ndoy 0, 当 pxz 时 ， 
且 满 足 不 等 式 
(181) pl) | EL, {n= 二 1， 2， 本 


着 且 达 到 等 号 。 从 《129) 及 (18 卫 扒 知 , p.( 避 ) 在 8 内 是 等 度 连 入 
的 , 且 在 范 数 烈 gr) 中 存在 子 两 数 刘 , 它 在 B 内 一 致 收获 于 某 
极限 夯 数 fo) 。 在 肥 式 (180) 中 对 于 这 个 子 画 数列 oj() 过 滤 
到 根 ,将 有 : 

| poGm pa jay =0 
且 再 一 次 对 于 指标 9 过 湾 到 标 限 : 
(182) | po ) |?dws = 0 


但 yo) 不 能 悟 等 于 害 的 ， 因 为 对于 任何 ”在 (81) 中 有 等 号 成 
耿 , 内 而 公 江 局 82 导 间 了 矛 持 。 这 就 证 明了 方程 人 L28 虽 共有 有 限 个 
弯 性 无 关 的 解 。 

于 是 ,对 于 形式 如 (100) 的 核 还 让 明了 以 下 结论 :如 果 人 是 方 
程 (117 的 特征 值 , 则 友 程 (128;) 及 人 128) 有 条 同 有 限 个 数 的 线性 
扰 关 的 解 ， 且 对 于 方 稳 (117) 可 解 的 必要 且 充 众 的 条 件 是 自由 项 


加 具有 有 泪 炉 二 光合 线 的 万 程 6 


AGO 痛 足 人 27): 其中 火 CED 是 方程 (12822 的 任何 般 。- - 切 上 而 
所 说 的 没有 任何 改变 就 辑 移 到 一 维 ， 二 灯 以 及 一 - 般 ” 缕 府 了 机 的 情 
汪 时 ,在 个 式 (100) 中 显然 我 们 应 认为 代替 条 件 0<a<2 的 是 
Qa, 
现在 假定 积分 区 域 是 有 限 阴 曲面 3， 王 使 这 曲面 服从 下 面条 
件 : ; 
1. 在 曲面 号 的 任何 点 有 切 面 , 当 沿 著 曲 面 移 动 时 切面 束 模 地 
变动 。 
2 存在 这 样 正 数 d, 使 以 曲面 了 上 任意 一 点 好 为 中 心 及 以 吕 
为 全 径 的 球 内 的 曲面 了 的 部 份 , 与 术 行 于 2 在 各 点 的 法 黎 的 值 厂 
员 相 变 于 一 点 。 于 是 , 车 采 用 了 在 于 点 的 切面 作为 瑟 F 平面 , 出 
> 的 上 述 部 份 有 显 式 方程 >=.ffz, 拉 。 
3， f(x, 几 有 一 阶 连 续 依 导数 。 , 
流 时 ,对 于 提 到 的 曲面 部 份 的 积分 可 归属 对 平面 区 域 的 积分 ， 
这 平面 区 域 是 在 切面 内 , 由 前 面 的 一 切 讨 府 及 拓 计 都 保持 有 效 。 
对 于 沿 向 钱 的 积分 的 情况 也 可 完 仁 类 似 地 进行 讨论 。 
还 可 扣 出 , 对 于 所 考察 的 那 种 类 型 的 核 在 入 平面 的 任何 有 限 
区 域内 只 存在 有 限 个 特征 值 。 以 后 奖 对 于 对 称 核 的 情形 来 证 明 它 。 
在 下 段 中 我 个 黎 叙 记 另 一 方法 来 讨论 上 逃 那 种 类 型 的 核 以 及 
更 省 的 扰 界 核 而 不 剂 话 明 。 
20. 具有 连续 二 次 恤 核 的 码 程 ”我 们 限 上 蕉 绽 有 限 店面 区 域 了 的 捕 况 。 
可 纪 证 时， 夫 我 们 从 核 (100) ji 发 千 吉 核 在 OUR 划 当 于 及 站 雨点 
不 年 合 时 , 记 有 这 些 若 法 都 是 述 狗 的。 如 果 久 充分 大 有 安利 在 上 内 胸 一 切 
点 开 到 办 都 是 连 粮 的。 这 些 数 由 不 等 式 p> 十 <。 确定, 而 对 于 #* 杂 空 
阅 ; 则 有 pb 二 一 


民 一 六 


- 洪 次 ,能 散 许 曲 , 在 已 知 许 带 条 件 下 ,前 画 一 些 定 和 的 基本 证 明 对 于 这 笠 
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的 无 潮 核 仍然 正确 ， 它 的 一 团委 楼 代 某 个 开始 者 吓 入 续 的 【 穴 考 CC 上, 索 们 
列 去 , 数学 物理 方程 ,1947 年 . 第 343 万 )， 

设 核 下 以 剧 入) 由 了 =m 于 始 者 感 连续 和 的。 容易 证 明 ， 如 果 让 是 方程 
(128,) 的 竺 征 和 位 , 则 上 = Aw 号 廊 程 
(133) vOM) = | Kal NM: Mo{N doey 


的 特征 值 。 反 之 , 共 是 方程 (133;) 的 特征 值 . 则 和 根 式 4= 尺 的 位 中 至 少 有 
一 个 值 是 方 积 (128, ) 的 特征 值 。 因 为 下 ,NH W) 是 连续 的 , 在 复 变量 六 平面 
的 任何 有 限 区 域内 只 可 找到 有 限 个 特征 值 n。 和 由 于 前 面 所 说 的 ， 关 于 方程 
(128; ) 的 特征 值 和 4 也 可 以 同样 断定 。 

引起 了 基于 我 们 在 [7] 及 [8] 中 所 斤 述 的 弗 列 德 和 蒙 工 具 保 持 有 效 的 可 
能 性 问题 。 对 于 型 如 (100) 的 核 这 工具 的 形式 如 果 不 加 改变 就 要 失去 意义 。 
因为 这 时 行列 式 (49) 的 对 骨 线 上 的 项 变 为 无 穷 夫 。 

可 以 证 明 , 车 在 公式 (109) 中 引入 的 < 狭 足 条 件 0 二 ce<< 立 〔〈 在 [19] 中 我 


们 促 有 0am), 则 弗 列 德 和 蒙 工 其 只 要 改变 一 处 地 汶 即 可 保持 有 效 : 反 须 
在 行列 式 (49) 中 认为 及 (Ns Ns) =0。 这 时 和 解 核 可 仍旧 表 如 形式 (57) (参阅 
If, HM, 普 利 瓦 洛 夫 , 积分 方程 . 1935 年 , 第 83 页 )。 

可 以 将 尿 列 德 和 豪 工 具 换 为 另外 一 种 形式 。 像 前 面 一 样 ， 设 当 p 守 mw 时 
核 下 (MM; 加) 是 连续 的 。 按 道 当 方 式 , 建立 连续 核 玉 wni NH 和 NW) 的 解 楼 En{ 2M， 
wi4)。 当 证 接近 于 竹 时 , 它 由 以 下 级 数 表示 

二 十 NIA 
面 对 于 任何 4 它 是 分 式 撕 式 : 

Rl M,N, 4) Da MM, Ns A) 


DatAy 
”能 能 证 轩 , 基本 核 有 和 解 核 
BOM, Ns D-HOM, Ns h) + om + 


DnlP, N; Am) 


十 4 | ,HCOM, Ps A) am dP, 


其 中 
HOM, BN; A)= EM NY EAM NA :mt Kn (CM; NIAm-2, 
如 屿 4 不 是 方程 Dat4m) 二 0 的 根 , 则 解 核 满足 关系 式 (47), 且 方 程 (94) 
有 从 一 解 , 它 是 由 公式 (46) 表 友 的 (参阅 古 防 , 数学 分 析 教程 ， 卷 三 ， 第 二 分 
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贡 ， 1934 年 ,第 59 页 )。 朵 所 写 的 公式 可 兄 ,在 所 烙 情 光 解 核 是 的 分 醒 数 。 

可 以 证 且 , 当 括 界 核 使 积分 
(134) | 
有 腿 慎 时 ,上面 禾 明 的 一 切 定理 在 这 悄 吉 是 成 立 的 。 这 个 条 件 确切 的 陈述 
及 上 述 断 首 的 放 四 将 在 沦 五 中 车 出 ,日 在 部 里 用 到 勒 具 格 积 分 的 慨 伟 :。 

我 们 指出 ,对 型 如 (100) 和 的 技 ， 当 x< 去 时 ,积分 (134) 的 值 是 有 限 的 。 当 
积分 0134) 有 有 限 值 时 ， 推 三 弗 公 德 和 此 工具 到 这 情况 是 由 卡 勒 曼 Math. 
Zeitsehr. Ba D ,Hett.s19021) 及 局 、 工 , 潜 哈 林 (苏联 科学 院 报 告 ; 第 和 人， 
第 9 区;1944) 泣 更 的 。 四 

41， 对 称 核 只有 质 旬 允 称 核 的 积分 方程 在 数学 物 现 中 有 三 
证 的 应 用 。 

在 -亲情 况 这 是 神 足 条件 : 
(135) 区, 5) 一 区 (ls, 人，(s 及 t 几 于 正方 形 如) 
的 实 核 。 

更 在 我 科研 究 有 对 称 核 的 积分 方程 的 理论 。 一 切 证 明净 对 于 
一 维 情 况 求 进行 。 在 多 亲情 况 它 们 可 逐 字 逐 多 地 仿照 着 间 样 进 
行 。 暂 时 欣 假 采 核 是 过 种 的 。 上 以 后 要 指出 理 议 在 引 站 中 所 考察 的 
那 种 类 型 的 扰 异 核 方 面 的 推广 。 

在 前 面 的 例子 中 我 们 已 见 到 , 存在 这 样 的 核 , 巧 完 全 没有 等 
征 值 。 而 对 于 对 称 核 来 训 这 样 事 不 会 发 生 的 , 亦 朗 成 立 下面 基本 
定理 。 

定理 ”任何 不 恒 敌 于 爱 的 对 移 核 ,或 在 [六 中 指出 的 当 0<< 


< 对 时 屠 类 型 的 核 有 特征 值 (可 能 只 有 一 个 )。 

条 眉 将 应 用 这 个 定理 , 至于 它 的 证 明 将 迟 一 些 引 出 。 暂时 建 
立 具有 对 称 核 的 积分 方程 的 某 些 简 弟 性质。 

设 A 及 Xs 蚌 十 个 不 同 尾 征 值 ,而 pita 及 gq2G3) 是 对 应 的 特 


79 这 一 章 ”积分 万 加 


ar 和 一，  。 mm 一 = mw we rm we am。 mm 二 


征 醋 数 ， 因此 
J ; 1 6 ， 
od KD 30) = Ks ot 
“| 下 党 ns ' 
入 第 一 个 等 式 三 以 pafs) 第 江 个 办 成 zit3)s 计 8 积 分 且 相 
减 , 则 得 : 
(1386) (去 - 二 | pi(8) al sds = 


i 


br iE 
-| | Ks, t) palt)at | pets) ds~— 


由 厂 而 ] 
-| | F (8, Opsltdt i p(s ds 
变 稳 右 加 积分 中 的 一 个 积分 的 问 序 及 利 用 己 35) ,我 个 确 代 右 
钢 等 于 雪 , 亦 部 
声 一 元 计 gi 8) Pa ts) ds =0, 
只 而 ;由 于 入 加 ， 
(187) AOPAGLE 
亦 印 \ 对 底 天 不 同 特 征 值 的 任何 于 个 特 低 国 数 的 柔 各 对 基本 区 划 
[a. 引 的 积分 等 于 和 雳 。 
现在 证 明 ,一 切 特 征 秆 是 洋 数 。 我 们 用 反 诡 法 。 惟 jn 为 非 洋 
( 复 ) 的 特征 值 , 且 yo 人 9) 是 对 应 的 特征 丽 数 , 按照 特征 图 数 本 刁 的 
定义 , 它 必 须 不 恒 等 于 雳 。 我 们 有 : 
go) 一 ja| Fts, vol 
在 这 等 式 中 取 并 由 稍 ,得 : 
Po Xe | Fs, OF de, 
出 此 可 昂 , io 也 是 转 征 值 ,pol8) 是 对 应 特征 国 数 , 且 因 j 不 是 实 
数 ,用 知 志 )o。 特 征 而 数 go(s) 及 Bo) 是 与 不同 特征 值 对 应 的 , 敬 


红 ， 和 对称 层 杂 


志 什 满足 条 件 187)。 如 果 在 这 式 中 分 oa( 人 一 oo 人 3 太 gat3) = 
一 gols), 不 有 


| | po ts) lI =0, 


从 而 推 得 [ 3] pofs) 恒 等 于 需 , 而 这 与 它 是 特征 丙 数 的 事实 潮 盾 
的 。 . 
我 个 知道 , 对 应 于 同一 特征 秆 的 将 征 而 数 的 任何 常 系数 艇 性 
各 合 中 是 对 应 于 这 个 相同 特征 值 的 特征 而 数 。 变 可 以 用 另 一 种 襄 
法 夭 明 ， 对 底 于 其 特征 值 的 特征 函数 情 记 线性 流 形 [和 ]。 

因为 已 证 路 特征 竺 的 实数 性 览 ， 我 何 可 以 认为 -- 巧 特征 画 数 
也是 袜 的 [4]。 这 叫 前 面 得 到 的 等 式 (187) 攻 明 :对 应 于 不 同 特 征 
值 的 任何 十 个 特征 次 数 互相 正 交 。 

任何 特征 值 》 都 有 有 限 个 线性 继 关 的 特征 男 数 和 光 对 应 
[10j 。 可 应 用 正 交 化 方法 到 和 这些 西数 , 因此 丁玲 为 这 些 本 数 是 十 
坪 正 变 卫 标准 的 。 前 面 我 们 已 软 见 过 对 应 于 不 同 特 征 值 的 特征 砚 
数 是 五 相 正 交 的 。 于 是 ， 可 认为 一 切 特征 出 数 是 二 十 正 交 且 标 准 
的 。 

其 坎 我 们 知道 ,在 大 的 任何 有 限 变 德 区 关上 只 可 技 到 有 限 个 
特征 秆 。 根据 这 一 点 , 我 个 可 将 -- 转 特 征 值 按照 写 们 的 稳 对 值 不 
藏 少 的 庚 序 鲜 列 ; 
{1838) [Nl | 
如 打转 征 什 的 个 数 是 乱 了 股 的 , 到 当 mn 一 oo 时 ; | 为 | 之 十 ce, 且 插 何 
特征 答 出 现在 等 出 数 刘 中 的 次数 等 于 它 的 秩 [ 和] (对 应 于 它 的 芒 
性 无 关 的 特征 丽 数 的 个 数 )。 因 而 一 切 畦 征求 数 也 可 排列 
(189) p18) Pols) Pk) se 
久生 由 上 檬 可 把 它们 湛 作 是 正 交 芍 中标 竣 的 实 丽 数 系 。 

洒 (189) 黎 为 右 帮 C8, 位 误 省 的 对 应 积 委 方程 的 特征 画 数 条。 
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对 于 特征 页 数 我 们 有 : 
(189,) | Ks. Do 


从 而 看 岂 ,这 式 的 堪 端 可 和 视 作 核 攻 习 ,四 关 十 正 交 标准 荫 139) 的 
富里 埃 系 数 。 员 塞 尔 不 等 式 给 山 : 


1 


a S[k dl 


El 


对 3 积分 ,得 : 
(141) Sl < [ | [RK (3, D120¢ as, 


下 大 
车 特征 值 的 个 数 是 无 限 的 ,到 要 限 ,有 : 
(142) pa 吝 <| | [KE Cs, 12at ds 


对 于 在 [17] 中 所 说 的 那 类 型 的 核 前 面 的 一 切 分 述 , 包 括 关 于 
在 变量 的 任何 有 限 区 山内 有 有 限 个 特征 值 的 断 昔 , 刀 是 正确 的 。 

事实 于, 姓 明 中 叭 一 重要 因素 是 下 式 (186) 的 右 喘 琴 积分 中 一 
个 积分 欢 序 的 变换, 而 这 样 变换 对 于 [17] 中 提 到 的 那 类 型 的 无 虐 
核 是 有 效 的 。 

羽 后 在 有 对 称 核 的 积分 方程 理 前 的 农 坟 中 , 我 们 将 假设 在 从 
式 (100) 中 出 瑰 的 a 满足 条 件 0-<m< 当 ,而 在 一 条 销 况 , 它 满足 条 件 
0 一 “< 二 。 这 样 的 核 称 为 费 属 标的 。 在 更 广泛 的 假 训 0<a<n 
下 , 理 葵 基本 上 也 保持 有 效 , 但 在 这 广泛 情况 下 , 理 窒 的 阳 明 用 其 
具 格 积分 来 汪 更 轴 自 然 , 我 们 将 在 害 五 中 读 它 。 在 数学 物理 的 应 
用 中 所 实现 的 条 件 是 0<a<< 亏 。 我 们 省 意 , 在 全 浊 基本 定理 工时 
我 们 是 限制 在 条 件 0<a< 避 下 的 。 对 于 弱 极 性 核 有 有: 


号 。 
[EK (8, Pe , (Qae<1), 


22， 关于 特 让 图 数 的 刁 开 式 7 


把 [1 让 开始 部 从 的 斌 明 再 对 一 积 情 半 重 复 作 一 次， 我 科 将 活 
到 ;积分 
| [EK (s, D1 


有 意义 , 且 不 大 于 涤 确 定 正 数 形 : 
(148) | [K€s, DA MM 


完 侄 与 [9] 中 一 样 ,可 证 在 性 何 有 限 区 尚 1 一 工 , 十 也 天 羽 合 
有 限 个 不 同 的 特征 值 。 

于 是 对 于 能 入 性 配 所 有 (38) 及 (139)。 以 后 一 切 证 明 都 先 对 
加 入 核 然后 对 能 和 祁 性 骇 来 引出 。 

员 ， 关 于 特征 琐 数 的 展开 式 ”一 切 特 征 丽 数 (189) 的 倪 体 可 
能 不 尤为 完备 系 。 例 如 , 对 于 对 称 退 化 核 就 有 这 种 情况 ,这 时 特征 
值 的 个 数 为 有 起。 对 于 违 午 因数 ts) 或 莽 至 具有 如 [Id 中 指出 
的 不 如 和 炳 性 的 不 连 灶 丽 数 可 建立 关于 (189) 中 的 请 数 梁 的 窟 里 寺 
瞬 数 , 但 没有 任何 根据 肯定 这 般 数 是 笋 钱 的 。 甚至 印 傅 宅 在 区 间 
[4, 纯 内 是 一 致 收 笋 的 , 也 奈 能 肯定 宪 的 和 等 于 五 (8), 因为 本 数 
(139) 可 能 韦 成 为 完备 系 , 而 在 [3 ] 中 证 明了 的 命题 不 适用 。 现 在 
先 淆 锐 和 fs 总 的 富里 埃 般 数 的 作法 ,而 把 这 核 测 作 是 上 的 画 数 。 

我 们 已 见 到 ;楼 的 富里 埃 桑 数 等 于 比值 pi(ts) ;和 ,于 是 富里 堵 
艇 数 有 下 形式 ，; 

(144) De 


且 和 蚌 对 于 而 取 的 ,着 特征 值 的 个 数 乱 限 , 了 取 到 智 穷 大 ;或 者 ， 
关 取 到 有 限 数 ,而 等 于 (3139) 中 一 - 切 特 征 画 数 的 个 数 。 

我 们 指出 , 季 数 (144) 可 以 看 作 在 to 内 确定 的 楼 天 fs, 力 关 于 
画 数 oste) 的 人 一 ， 2 的 富里 起 家 数 ,不 难 情 让 ， 这 些 画 
数 在 和 内 上 碾 为 让 交 标准 系 。 这 时 


Td 第 一 订 积 对 廊 科 


| DD , 尖 放 天山 
Jjx (8 1) prs) pri ds =| Pa) pr our-1 
， ， Ja 当 E=i, 


元 * 兰 
级 数 人 144) 上 共有 这 样 可 注意 的 性 侦 , 如 时 它 和 在 和 内 一 致 下 教 ， 
项 宅 的 和 就 等 于 核 ， 亦 贸 在 这 情况 次 数 系 的 不 完备 性 钨 损 于 这 个 
事实 。 因 为 当 报 数 (J44) 一 私 收 教 时 攻 的 和 是 在 下 万 形 和 内 的 
速 祝 枫 数 ,所 以 在 证 明 上 揭 居 贤 时 白 然 要 假 访 核 的 速 入 性 。 
定理 一 、” 壤 核 是 连 各 的 划 航 数 6 天 在 心 庆 _ -至 妆 仇 :区 它 


rr 


的 和 在 和 内 等 于 核 , 杰 色 
(145) Fs, 0) — Pe, 

ofs, DK(s, D)— Tl Pe) Pt, 
它 是 在 h 内 的 速 楼 对 称 西数 。 如 果园 定 *， 日 税 w(s, 人 为 在 区 其 
[内 的 国 数 ,其 它 关 于 两 数 双 py 的 窗 里 埃 系 数 等 于 替 [ 人 ; 
(146) [ ws, dortt) =0, (EF=1, 2, 


我 们 必须 证 明 (3, 加 在 正方 形 如 内 恒 等 于 替 。 用 反 证 法 来 
证 朋 这 个 事实 ， 
贞 贺 数 w(3, 引 在 下 方形 和 内 不 恒 等 于 需 , 朋 取 定 为 积 芬 疗程 
Ws) =2| ws, OP(O 


的 锐 。 由 于 在 前 下 中 志 迹 的 基本 定理 , 这 个 方程 至 少 必 有 一 个 特 
征 箱 加 , 宪 对 应 于 不 恒 等 于 天 的 某 特 征 剖 数 各 全 


(147) wels) 一) ols, Da 人 Dats 


我 们 证 明 ， 这 个 画 数 风 of 应 与 核 天 人 各 的 一 切 特 征 栈 数 
Ye) 正 奖 。 事 实 上 ,入 (146) 的 十 瘦 潜 岂 joy ks 时 对 8 积分 ,得 


如 ， 半 于 特征 族 数 的 展开 式 75 


of | ols, Dl) wil dds—0, 
邮 于 红 47) 友 wis 让 的 对 称 性 ,从 市 : 
(148) | gedt 0 B=, 2。 
我 们 可 所 人 癌 47) 为 以 下 形式 : 
加 全 一 | 天 人 及 一 总 各 全 et | pt) mo 
注意 于 级 数 (144) 的 一 致 收 化 性 及 公式 (148) ,得 ; 


Wnts) -= Mo| Ks, wo tt at, 


环 朗 画 数 wefa 应 是 原 求 核 下 他 四 的 特征 画 数 。 因 之 它 应 是 对 应 ，. 


于 竺 征 值 vo 的 那些 符 征 两 数 pnt3) 的 颖 性 租 合 。 

但 这 是 不 可 能 的 , 因为 018) 此 一 嫂 pw(8) 成 为 正 交 系 , 而 下 
变 画 数 系 予 是 礁 性 相关 的 [3 ] 。 这 耶 质 指出 ws, 奴 不 恒 等 于 堆 
的 假发 是 示 正 确 的 , 亦 序 在 和 内 ofs, 用 拓 0， 世 就 是 公式 寺 和 5) 成 
立 。 

在 核 玉 (s, 分 是 弱 极 性 的 假 坝 下 让 明 似乎 可 灸 重演 ,但 这 时 丰 
及 式 (0145) , 核 攻 fs, 训 在 加 内 应 是 连 业 西数, 亦 即 对 于 妮 极 性 的 
花 界 核 , 般 数 (144) 在 后 内 不 可 能 一 至 收敛 。 

如 果 芒 有 有 限 个 特征 逢 , 则 般 数 和 和 针 ) 由 有 限 项 构成 ， 且 前 面 
的 症 基 完全 你 桂 有 弦 , 永 即 有 : 


(149) F(a, DD Pl) or) 多 ， 
k=1 下 
其 中 m 是 在 序列 (438) 中 特征 值 的 个 数 。 
公式 (149) 指 包 玉 5 站 是 浸 佬 和 村， 于 是 ,一 省 面 ,如 以 前 见 过 
的 ,退化 校 ( 在 所 答 情 况 下 家 是 对 称 色 ) 有 有 限 个 特征 值 ,有 具 另 一 方 
面 ,如 我 八 玫 才 指 出 的 , 落 对 称 楼 有 有 限 个 特征 估 , 则 它 是 退化 核 。 


#6 剖 一 意 ”、 积 借方 程 


这 料 一 来 ,在 如 征 对 称 核 沟 情 况 下 ,特征 值 个 数 的 有 限 性 是 核 
的 退化 性 的 必要 县 充分 的 条 件 。 


现在 等 测 什 何 画 数 六 (3) 关于 特征 而 数 (89) 的 富里 去 航 数 的 
建 了 于。 预先 引 人 下 面 一 个 新 概念 。 如 果 呆 数 


fro) 
在 变量 “的 某 区 域内 一 狼 收 化, 即 苦 般 数 
(150) fil) 


在 这 区域 内 是 正规 收 竹 的 。 从 正规 牙 笋 性 显然 锥 由 报 数 的 契 邓 收 
网 性 。 其 次 ,有 : 
Sf | <i) 1 

从 正规 收 考 性 推 知 , 对 于 低 答 正 数 存在 这 样 数 克 , 当 m%> 下 对 
任何 2>0 及 在 所 指 区 城内 的 任何 %, 写 出 的 不 等 式 的 有 负 二 8。 
不 等 式 的 左 端 这 时 更 加 <e, 亦 部 从 正规 收 镍 性 不 仅 推出 焰 对 政敌 
丙肝 也 所 出 一致 收 做 。 

如 果 绥 数 的 项 的 胡 对 储 不 大 于 某 些 正 数 :| Pa) | 所 as, 旦 从 
这 些 数 所 不 的 级 数 站 笋 ,出 级 数 (160) 显然 正规 收 敏 。 然 而 从 正规 
疏 敦 性 不 能 推出 数 ak 的 存在 。 如 果 演 些 数 人 存在 ， 则 有 时 ` 诊 释 
数 是 正常 收 敏 的 。 于 是 ,从 正常 收 减 性 推 得 正 规 收 化 性 , 且 从 正规 
收 襄 性 推 出 这 释 数 的 夸 对 且 一 - 致 收 铬 性 。 

存在 某 固 和 藉 夯 数 类 , 这 类 中 的 画 数 关于 功 数 (189) 的 富里 埃 损 
儿 在 区 间 |e ,可 内 正规 收 笋 。 这 类 画 数 咱 做 可 用 核 素 表 示 的 画 数 。 

定义 “ 速 黎 洋 夯 数 了 (s) 称 为 可 用 核 来 表示 的 机 数 , 如 果 存 在 
这 样 的 夺 [e, 引 内 涡 粮 的 实 压 数 () (或 共有 有 限 个 不 速冻 点 的 有 
办 图 数 ) ,使 
(151) F(8) = | K(, DAA, 


32. 关于 特征 画 数 的 展开 式 好 


一 一 -一 - 一 me 


这 里 的 核 (8, 力 可 根 定 是 连 糖 的 或 是 器 极 性 的 。 

定理 二 ”可 用 核 殖 示 的 任何 出 数 关于 责 数 (139) 的 富 时 埃 般 
数 在 区 出 [w, 下 内 正规 卜 效 ， 

用 加 计 画 数 疡 (全 的 请 里 起 系 红 : 


GLAGLS 
且 确 定 贾 数 (5 的 富里 埃 系 数 所 : 
Fs=| Fv)as=)| [| KCs, Dede pals)ds, 
或 , 交 反 积分 的 次 序 且 应 用 接 的 对 称 性 : 


Fi | | KG, s) pele)ds hl 


从 而 ,由 于 (1391)， 
(152) 忆 一 站 。 

于 是 ， 二 数 (151) 的 岂 轩 级 数 帮 6 式 : 

(158) pr(s), 


rl - 
这 时 我 们 认为 特征 值 的 个 数 是 无 限 的 。 按 照 柯 西 不等式, 有 : 
a5D) py Ey]. 

理 和 到 不 等 式 (140) ; 它 对 于 任何 数 和 成立。 注意 红 和 0) 的 左 蜡 
的 项 是 正 的 ,我 们 可 肠 言 ,对 于 任何 % 及 9, 有 


p>3 [全] <| [LK (8, #7] ?2d 。 


右 逮 的 积分 无 瑚 对 于 连篇 核 或 对 于 器 标 性 楼 总 不 大 于 某 正 数 草 ， 
亦 部 


号 二 四 三 Pits) 3 
| | < 
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一 一 一 一 一 


日 从 人 54) 得 出 : 


| (s) | 二 /再 W 翌 丰 。 
网 高 昌 央 本 娄 的 下 隔 作 碟 站 赦 报 数 13 加 当 % 人 无 限 十 加 
此 , 对 任何 名 0, 有 六 的 和 [及 于 老 。 还 注意 右 灵 不 依 束 于 3 我 们 
可 有 断 营 , 般 数 


在 [ze, 站内 一 致 收 放 ,因而 定理 得 证。 

由 于 画 数 系 (189) 可 能 是 不 完 和 名 欧 , 我 们 不 能 没有 和 社 充 远 明 就 
背 定 般 数 (153) 的 和 等 于 下 is)。 但 可 以 证 本 事 情 确 实 是 这 样 ， 也 
就 是 成立 下 面 基本 定型 : 

定理 II 用 核 表 示 的 任何 蜀 数 太 (s) 关于 画 数 (139) 的 写 里 
块 圾 数 的 和 等 十 Rs ,或 换 们 项 规 ,用 核 表示 的 一 切 丽 数 ,能 展 
开 鸭 关于 国 数 (139) 的 宫 里 埃 级 数 ， 这 措 数 在 区 间 [oy 四 内 正规 到 
做 。 

这 定理 通常 称 为 希 尔 析 特 - 施 密 特 定理 , 洗 艇 诠 对 于 连 粮 核 或 
对 于 虹 舟 性 棱 总 是 正确 的 。 关 于 特征 值 的 存在 定理 了 和 这 个 定理 
我 们 将 在 后 而 车 以 证 明 。 

如 果 速 粹 核 的 窒 里 挨 报 数 (144) 在 和 内 一 我 又 教 ， 贿 定 理 开 
的 证 明 十 分 位 审 。 

事实 上 ,将 (45) 的 南端 乘 和 点 玉 (D 且 对 1 积分 ,得 : 


Fls) -| K(s, DA 一 位 | pi (th A, 
亦 即 Pl) = Ty PSE), 


这 就 茜 出 定 玛 I 。 
注意 正 葡 标准 实 夯 数 系 (189) 的 选取 可 以 有 一 定 的 插 意 性 。 


23 . 地 必定 昌 了 9 


mm “一 


如 果 - * 切 特征 值 趾 简 昔 的， 水 即 它们 的 秩 都 是 等 于 1 的 , 划 所 我 性 
意 性 只 不 过 是 每 -特征 丽 数 psfs) 可 改变 它 的 正 负 号 。 若 虑 多 重 
特征 条 的 情况 。 和 岗 胡 , 若 特 征 笨 六 的 秩 等 于 3, 村 是 和 一 如 一 As， 
证 本 用 田 外 三 个 页 数 灯 赫 代 pe，osti ,Pst ， 这 另外 三 个 画 
小 是 pafs)， psfs)，psf5) 档 任 何 线 性 正 交 变换 后 得 们 的 。 

若 ey coy G3 是 尾 何 数 六 (9) 关于 af oz ypat5 的 视 里 
堵 采 数 , 莽 不 准 证 朋 , 利 |!: 

~ GP1{8) Teepu(s) + cpatls) 

对 于 和 枉 这 选取 芍 硬 数 oa 2759) ， p53 的 保 持 数 值 不 变 。 

王石 洛 出 前 一些 完 理 对 于 性 意 选 取 的 系 和 3890) 当然 成 并 。 

&3， 地 尼 定 理 ”本 了 段 中 将 证 出 在 以 后 将 用 到 的 一 个 辅助 定 
理 。 是 由 迹 大 和 数学 家 于 尼 自 先 证 胃 的 ， 


(158) Sy fi (2) 


的 一 切 项 都 是 在 区 晤 [4， 引 内 的 非 负 束 粮 丽 数 ,条 数 在 这 区 间 
内 的 任何 点 收 人 证明 宕 的 和 是 在 质 提 到 的 区 问 内 的 束 简 向 数 , 助 般 
数 人 155) 在 [a， 5] 内 一 : 致 收 笋 。 

以 已 (z) 号 圾 数 (155) 的 余 项 : 


(= 人 廊 (o)。 


髦 条 件 , 因 为 级 数 的 项 及 国 数 的 和 者 是 圳 和 续 画 数 , 醒 数 R(x) 也 将 
是 在 区 了 商 [e, 8] 内 的 可 和 编 泵 数 。 对 于 低音 固定 的 > 兰 ee 
它 不 能 增加 的 ,因为 般 数 的 项 是 频 秽 的 , 亦 即 Ri) 所 ,Cr) 。 

mn 记 非 鳃 速 千 夯 数 Rr) 在 区 于, 林内 所 取 的 最 大 值 , 且 襄 e 
是 这 区 国法 样 的 态 , 在 这 点 (0) 达到 最 大 值 , 亦 朗 722 = RR (5)。 
我 相让 了 明 ,半球 境 加 时 ,2 不能 卉 加 的 , 亦 即 mw 所 7%。 事 实 上 ， 


20 第 一 如 故 身 办 程 


WB 大 于 面 数 BL 在 区 
间 [e, 外 内 入 最 大 值 mm， 从 而 得 出 和 sr srae 。 不 增加 的 正 数列 
ma 必 有 梳 限 ,这 柱 限 可 能 是 零 或 正 数 : 若 这 杠 限 是 堵 ， 则 保证 了 
级 数 (155) 的 一 致 收 化 性 ,内 为 它 的 余天 的 最 大 值 当 n>co 时 趋 于 
喜 。 剩 下 看 证 明 的 是 数 m 的 极限 不 可 能 是 正 数 。 我 们 用 肥 放 法 。 
前 面 已 经 见 到 ,一 切 数 &. 都 在 有 限 区 间 [, 杂 内 , 因 之 在 这 区 阅 办 
吾 少 存在 一 个 这 些 数 的 极限 点 ?一 *LII; 8 忠 ] , 亦 朗 亚 少 有 一 个 这 
苦 的 点 ,在 它 的 任意 小 独 区 内 可 找 测 狂 限 多 个 数 名 。 按 条 件 , 在 点 
z=5 般 数 是 收敛 的 , 因 之 可 辕 定 这 样 充 分 天 的 下 标志 ,使 Ry(e) < 


一 >， 其中- 志 数 询 ws 的 眼 想 的 正极 眼 。 因 为 BRw(z) 是 束 籍 而 
数 ,我 们 可 找到 点 名 , 当 n> 本 时 , 它 与 。 点 这 样 通 近 ,使 在 这 点 名 ， 
不 等 式 Ry(&,) < 六 是 保持 的 。 因 接 条 件 %.= WP, 旭 有 mm 一 RR,(&) < 
<<Ry (5) , 亦 即 ，mo<< 二 ,而 这 是 与 不 增加 的 数列 wm。 趋 于 极限 : 


棚 广 盾 的 。 有 了 这 样子 盾 , 因 而 地 尼 定 理 得 应。 

我 们 知道 ,车 般 数 的 项 着 连续 函数 旦 般 数 一 玖 收 伍 , 草 宅 的 和 
也 是 巡 稿 画 数 。 在 一 般 情 说 , 赣 定 理 是 不 正确 的 ,并 序 从 和 的 速 升 
性 不 能 断定 级 数 的 一 笋 收 伍 性 。 地 尼 定 理 所 背 定 的 是 , 洪 般 数 的 
项 不 仅 回 逢 ,而且 是 非 货 夯 数 ， 和 生理 的 用 齐 ， 多 即 从 和 的 
0 般 数 的 一 致 收敛 性 。 

.一次 营 核 的 展开 式 ”在 最 近 的 四 段 中 将 假 器 核 是 回炉 

的 。 因 有 一 加 关 放 也 是 放 斋 | 巩 公 式 


(156) Ks(s, D=| Kl, 1)R (Cn, ta 


我 们 看 出 ， 如果 把 2G3, ) 潮 作 的 图 数 , 到 它 是 可 用 楼 奏 示 的 ， 
且 尔 数 症 凡 , 们 二 共 和 ) 起 了 ) 的 作用 , 而 1 是 套数 。 前面 
已 友 见 过 , 玉 (, 丰 基于 国 数 希 人 39) 的 富 星 埃 系数 等 于 p500) :和 i， 


34， 二 次 全 楼 的 展开 式 81 
国之 由 定理 讶 基 册 : 
(157) Kas, d= YP), 
对 于 Fe, 要 内 的 任何 8 及 相同 区 前 内 的 插 何 1 这 至 式 已 名 延 朋 是 


成 二 的 (根据 定 潜 了 ，, 闵 序 这 公式 在 类 个 正方 形 内 基 戌 开 的 。 
回忆 公式 [51; 

(158) Ks, 0) = [x (8, WD Ry Gi, Hat, 

只 5) 得 出 如果 把 ,G3, 站 滞 作 5 的 落 数 , 刚 它 的 富里 埃 系 数 

等 于 站 il; 思 的 富里 块 系数 除 忆 和 4, 这 里 五 -1 人 起 视 作 去 的 

回 数 。 天 ff， 上 的 系数 是 举人 ,Ks, 信 的 系数 是 名 让 人 2 , 依 此 奖 
。 一 般 地 区 。(s， 0 的 基数 是 是 , 开 定 理 江 糙 出 : 


(159) Kls, = Sp, (n=2, 8, ) 


和 并且 也 和 前 面 一 样 , 般 数 在 总 内 收 艇 。 我 们 将 研究 这 些 毅 数 的 收 
交情 六。 

四 于 定理 下 , 我 们 厢 肖 完 寡 总 的 这 些 摇 数 在 区 注 Fa, 要 内 对 
于 变量 s 的 正 闪 收 比 让 ,而 上 是 在 柏 同 区 间 内 和 侍 一 固定 值 。 由 于 
对 称 狂 , 我 们 稀有 在 加 定 * 时 对 于 变量 1 的 正规 收获 性 。 我 全 谣 
朋 , 这 些 般 数 在 正方 形 各 内 对 于 两 个 变量 是 正规 收 关 的。 只 须 引 
出 对 于 琢 数 (157) 的 广 明 。 对 于 共 余 的 报 数 ( 当 m>2 时 ) 证 朋 更 加 
悍 皖 有 效 , 因 为 | 和 % 一 十 co。 应 用 显 加 的 不 等 式 : 

Pr (9 rd (<3[ 人 0 + 名 |， 


我 们 看 出 ,只 须 证 明 般 数 六 2 A 在 区 于 [e, 耻 内 是 一 我 收 钱 的 。 
这 个 最 后 极 数 从 卿 数 (157) 取 ts 可 获得 ; 因 之 它 的 和 等 于 
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和 、 
之 | 3 Ess, 3) 5 


所 写 般 数 的 项 都 是 非 色 连 总 夯 数 , 窟 的 和 是 在 区 辐 [#, 9] 汐 
的 连 和 纺 前 数 , 因 此 这 般 数 的 - : 致 收 伍 性 立 序 其 地 居 定 理 推出 。 

现在 从 所 得 翁 式 米 引 出 一 些 吝 果 。 在 公式 (159) 中 设 ts 且 
对 s 积分 , 注意 到 男 数 p39) 的 标准 性 ,我 们 得 到 声调 登 核 的 逸 的 
表达 式 , 它 是 由 基本 核 的 特 往 值 表 出 的 : 


(160) | KG, d= DB 
4 下 一 】 二 


注意 到 (156) ,可 以 窟 出 : 
b bh ir 
| Rals, DE | [EK (8, #)]2ds ot, 
于 是 当 n%n=2 时 可 由 到 式 (160) 导 出 等 式 : 
(161) 3 六 -上 | [KE (Cs, Hl:ds at, 


我 们 回忆 ,在 这 以 前 只 证 上 盟 了 不 等 式 (143)。 
公式 (159) 在 "一 1 时 可 能 是 不 正确 的 。 也 现在 我 向 证 月 , 对 
于 在 [#, 6] 内 任何 固定 值 s: 


(162) lm| [KG, 0 — SPs) 全 的 w=0, 


着 日 .关于 * 一 数 收 租 于 需 。 肥 式 人 62) 指 上 }, 当 把 太 (s, 如 用 它 的 
富里 类 圾 数 的 部 维和 性 代 时 ,所 得 的 在 方 中 值 淡 莽 当 wyce 时 赵 
于 雾 。 转 汉 我 们 的 断 过 的 证明 。 考 虑 乓 (s， 为 为 上 的 面 数 ,对 于 已 
我 们 有 富里 斤 沉 数 okxfg) 入， 旦 及 式 妆 3) 答 出 : 

: 3 Pn{s) Dart) 下 > 2 2 x 
| [re, )— | d= |. [KR{s, 1 一 训 付 半 。 


=i 


世 我 们 见 漳 过 ， 


站 
- | [EK G8, 0]?dt = EK,(s, s), 
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然而 按照 (157); 


Es, ©), 


此 务 , 上面 已 者 兄 过 ,这 收 级 性 关于 。 是 一 禾 的 。 由 此 得 出 的 精 
是 ,表达 式 (162) 闫 于 3 一致 收 雍 于 和 于、。 黑 加 有 : 


| [Ere, 中 一 S| a 全 人。 


届 般 数 (T44) 在 区 间 [e ,站内 对 于 任意 团 定 值 s 关于 了 一 骆 站 
谣 , 且 型 芳 * (8, 各 记 这 般 数 的 和 。 在 公式 全 62) 中 的 积分 屿 下 取 柱 
上 服 ,有 : 

| [RCs, OD — Fs(s, 017at=0, 


从 而 立即 得 出 慌 " Ge, 站 一 瑟 (s, 昌 ， 也 就 是 ,对 于 公式 《145) 的 证 
明 不 须 假 山 级 数 在 亚 方 形 如 内 关于 十 个 变量 的 一 致 收敛 性 , 而 只 

须 芭 般 数 关于 内 变量 之 一 是 一 至 收 旬 的 ， 而 另 一 变量 取 任 何 辕 定 
什 。 


招 兰 
(168) owlss =K(,)— 忆 2 
活 作 某 积分 方 径 
416 级 全 天 oots De 加 


的 核 , 且 姓 明和 sjast 人 及 男 数 gzf2 potsts 本 贡 程 
《16 人 的 特征 值 及 特征 丽 数 的 对 体 。 阔 (168) 的 两 端 乘 以 )ngm 人 ， 
其 中 nn, 且 对 + 积分 。 注 意 到 国 数 we 的 的 正 变性 ,得 : 


百 硬 
| as ， 人 pn 全 | K(s, tf) pntlt) ds, 


或 者 注 总 par(5) 是 到 人 引 的 对 应 于 特征 值 入 的 特征 画 数 下 有 : 


8 第 一 并 ”积分 方程 


b 
‘| wy pa (Dd = pr ls) o 


于 是 我 们 于 由， 当 宫 宇 7 轩 , 方 各 (164) 有 :与 基本 故 程 相同 的 竺 
征 笛 x。 及 对 应 的 特征 两 数 pn(s) 。 剩 下 杰 证 的 是 ,这 是 方程 (16 当 
沸 特 征 值 芒 特 征 亩 数 的 完全 系 。 将 40463) 的 两 旭 乘 以 wm(3) ,其 中 
mno 福 醒 到 柄 数 pt 的 正 芝 性 及 标准 性 ,得 : 


on 《sy A OL Kl{s, ty wunls) ds— Pm) 


Am 
因 gmt) 是 核 区 (8, 站 的 对 应 于 特征 值 % 的 特征 画 数 , 故 右 端 的 
流 竺 于 需 , 亦 邹 


(165) [ints, Donls)ds m0 (msm)。 

用 入 是 方程 二 84) 的 某 特 征 秆 而 jp 人 3 是 对 应 的 特征 谢 烙 。 畸 
(i164) 的 证 回 玩 以 pm(s) 寺 注意 (165) ,得 : 
188) | PIE) Pmts d=, (mm o 
在 方程 (184) 中 代入 wl, 四 的 表达 式 (183), 大 注 意 ( 民 65), 可 写 
《164) 如 形式 : 

ps) 一) Kls, Dp) 

丈 色 ,pp( 引 也 是 基本 核 的 特征 丁 数 ,此 外 ,由 于 66), 当 加 所 加 时 ， 
8) 与 pmn(3) 正 继 ， 由 此 推出 , 对 应 的 特征 秆 入 与 和 (> 和 中 的 
一 个 重合 ;于 是 p03) 是 夯 数 各 他) 古人 人 中 的 一 个 ,或 者 在 特征 箱 
的 秩 大 于 一 的 精 疯 ,qt9) 是 它 个 的 蔗 性 租 侣 。: 于 是 ,基于 核 wwfs, 轨 
的 特征 国 数 的 断 普 得 葡 。 


全 公式 4159) 得 出 , 核 五 ofs; 介 是 对 称 的 。 这 精 果 也 可 塌 接 从 
它们 的 定义 获得 。 作 齐 次 积分 方程 


Ue) gO Ks Delato 


34， 二 妇 盖 核 的 展开 式 站 


球 开 级 数 的 一 至 收 普 性 ， 不 难 验 证 六 都 是 方 各 《167) 的 特征 值 ,而 
gx(3) 是 对 应 的 特征 画 数 。 我 从 脖 明 , 这 方程 没有 别 的 特征 值 及 特 
征 画 数 。 车 存在 特征 值 和 ,不 同 于 -一切 总 , 则 对 应 的 畦 征 面 数 应 与 
一 切 gx( 引 正安 , 亦 即 

| pp DAO (k=1, 2,.), 


但 其 时 由 于 (159)，(167) 的 右 端 对 于 任何 s 总 是 等 于 雾 的 , 亦 印 
9 (3) 恒 等 于 彩 , 这 是 荣 率 的 。 现在 襄 特 征 值 入 与 一 个 或 几 个 从重 
合 。 我 人 展 必 须 证 明 ,ots 是 对 应 的 wi(8) 的 加 性 姐 合 。 加 柴 不 是 入 - 
样 , 亦 序 ofs) 和 提 到 的 pifs) 线 性 无 关 , 条 用 正 交 化 法 ， 妈 可 建立 
不 恒 等 于 需 的 gp (9) 与 提 到 的 一 切 画 数 mi (9) 正 普 。 这 个 面 数 也 与 
其 余 的 2Ht) 正 弥 ， 因为 这 些 其 余 的 pp; Cw) 对 应 于 其 他 特征 秆 。 

于 是 ,w (8) 与 一 切 pxfe) 正 交 ,因而 像 前 面 已 宅 诈 明 过 的 ,We) 
恒 等 于 雾 ,这 是 荡 汪 的 。 | 

国 此 ,从 及 px(s) (4 二 1, 2,…}) 是 核 ,(3, 旭 的 特征 值 及 特征 
画 数 的 完 对 粗 。 

车 在 确定 特征 值 及 特征 丙 数 的 基本 方程 


# (8) -和 ECs, i pid 

中 ,将 两 端 陈 以 和 ,然后 全 一 oo, 央 得 方程 
(168) | K(s, Dp 从 下 =0， (s 基 [4, 丰 内 任何 值 )， 
亦 即 , 形式 地 诡 , 方程 (168) 确 定 了 对 应 于 特征 值 一 oc 的 特征 甸 
数 (和 如果 它们 存在 的 新 )。 

定义 ”车速 类 茹 数 2 (对 于 [6 可 内 任何 。 满足 友 称 (1687， 
助 贿 (从 与 核 正 交 。 

我 全 证明 定理 。 

定 池 二。 冲模 因数 多 (0 与 核 下 交 的 必要 肯 充 轨 的 条 件 是 ， 


$6 妾 一 章 ” 积 和 方程 
与 核 的 -一切 特征 画 数 正 变 。 
我 们 必须 放 明 , (168) 和 关系 式 
(169) | pC) pl)dtm0, (hl, 2 


是 等 价 的 。 
首先 证 明 雁 (1]68) 得 由 (169)。 为 了 这 样 ,将 (168) 的 两 剖 乘 以 
Prts) 是 对 3 积分。 变换 积分 的 次 序 二 利用 楼 的 对 称 和 性, 得: 


Br 
[9 


| [|e px 人 sy) |p CD) es = 


了 
或 和 | pl p=0, 
是 


其 而 得 出 《169) 。 
现在 征明 从 i169) 得 出 (168)。 注 意 (157) 及 级 数 的 一 数 疏 禾 
性 ,得 


| Kstt, (sds=0o 
将 雨 端 乘 以 2 提 且 对 上 积分 : 
| | Eatft, sp pds R=0, 


其 中 积分 的 次 上 是 六 有关 柔 的 。 
利用 (186) ,可 把 这 式 疏 写作 : 


biery 
(170) | | | KC, Kh, p(n (Dd dt dt ~0, 
或 ,利用 族 的 对 称 性 : 
srrt 一 三 | 
| (| 下 《有 tp da | | 所 (， EAGLE =0, 
在 万 括 弧 内 前 南 个 积 苍 是 要 局 的 , 亦 序 
| [er EALH ds| di —0, 

从 而 推出 [ 3]: 


25. 对 称 核 的 分 类 37 


和 Ge， sjp{syds=0， (1 是 [6, 习 内 任意 值 ) ， 


六 序 (16%) 白 
25.， 对 称 核 的 分 类 设 p's) 及 9(3) 是 在 区 间 [e, 可 内 为 这 和 绪 
的 证 个 医 数 。 作 一 重 积 下 : 
| | Cs Dos ol) ds dt, 
尼 类 似 于 在 [L111.; 从 ] 中 所 湛 性 的 双 加 性 型 : 


Ts Ce 是 人 数 ;4 二 dp) e 
详 用 定型 外, 得: 
| KK (8, Fo d= 和 “pifs)， 


其 中 人 是 国 数 400) 的 富里 埃 系 数 ， 上 二 的 投下 正轨 中 和 北 南 
端 滋 以 Pa) ,对 。 积分 , 且 用 ps 记 而 数 p(5) 的 富里 岂 采 数 ,得 到 下 
面 的 积分 怕 示 式 : 


C71) {| KG, dp) gta = Spl, 


且 右 端的 级 数 筷 对 收 钙 。 当 9G) =p(3) 时 , 得 到 类 似 二 次 型 的 式 
子 : 


(172) 7=[ | KG jp{s) p(t) ds at— 翌 仆 。 

这 正式 是 作为 对 称 核 的 分 类 的 基础 , 参 则 [IIIi; 熙 ] 。， 若 对 于 
持 站 选取 的 束 移 画 数 p(s) ,积分 
(178) fj Els, p(n pl ds ds 


不 是 负 的 , 划 纺 天 (8 为 是 便 正 的 。 妇 此 一 切 特 征 值 入 是正 的 ,出 
失 公 式 (172) 立 部 推出 核 在 上 小 意 义 下 是 正 的 。 现 在 识 即 使 只 有 
一 个 负 特 征 镍 , 人 恒 可 证 明 这 时 核 不 能 是 正 的 。 事 实 上 ,例如 疏 


号 和 培 一 春 ”都 引 方 得 


和 1 声 0; 且 在 公式 (17 罗 中 代 p(8) 以 p91()。 由 于 画 数 gx(8) 的 正 次 
性 及 标准 性 ,这 时 p; =1 人 而 次 余 的 痢 等 于 寺 , 因 此 等 式 (172) 的 
右 恕 变 为 信 ， 央 而 是 负 的 。 于 是 可 大山, 核 的 正 幅 与 这 榜 的 一 基 M 
特征 钮 的 正 性 不 件 变 菇 等 价 的 。 

类 崩 地 , 蔡 对 于 任意 选取 的 回 德 两 数 (9 ,J 了 志 0, 旭 结 (8, 台 
果 做 负 的 。 完 人 和 上 面 -. 样 , 可 以 证 明 核 的 负 性 与 这 核 的 一 切 特 
征 值 的 负 斩 雨 件 事 等 价 。 还 引用 - -个 新 同 念 。 若 不 存在 尾 何不 恒 
等 于 零 的 这 续 函数 与 芒 (8, 及 的 一 切 特 征 丽 数 正 交 , 草 这 个 核 
Ks, 个 时 做 在 束 秆 曙 数 类 中 完 闪 的 ,或 篇 单 地 时 做 完 双 的 。 亦 即 ， 
由 于 [34] 中 的 定 现 三 ,车 不 存在 任何 不 恒 等 于 需 的 连 织 测 数 与 核 
正 变 , 划 这 个 核 呀 做 完全 的 。 换 各 疾 琢 ,完全 核 归 到 这 样 要 求 , 它 
使 积分 方程 (168) 除 了 均 解 外 没有 任何 速 征 解 。 我 们 可 说 ,完全 核 
归 到 这 样 要 求 ,使 值 X= ce 不 对 政 于 任何 溃 闭 特征 夯 数 。 

歌 瑟 (8, 芭 是 正 核 , 亦 甸 一 切 数 各 都 是 正 的 。 这 时 公式 (72 
的 右 端 只 在 函数 pts) 的 一 切 雍 里 堵 有 系数 饼 都 区 于 朝 时 才 变 为 老 ， 
亦 序 如 果 泵 数 p() 与 核 的 一 切 特 征 画 数 正 变 时 它 直 变 为 圭 。 对 
于 完全 转 , 这 样 不 恒 笑 于 雳 的 磊 帮 丽 数 2(9) 不 存在 , 因 之 对 于 正 完 
双核 ,我 们 可 肯定 对 主任 何不 恒 等 于 堆 的 束 粮 男 数 , 积 牙 (173) 将 严 
格 的 是 正 的 。 反 之 ,如 果 对 于 任何 不 恒 等 于 雾 的 束 鼻 本 数 , 估 积分 
J>0, 则 我 们 可 肯定 核 是 完全 的 。 如 果 对 王 任 何不 恒 竺 于 堆 的 束 
禾 醒 数 使 v 盖 0 妈 核 昨 伐 正二 的。 从 前 面 的 讨 苑 显示 出 ,当月 仅 
当 正 核 是 完全 时 , 它 是 正定 的 。 类 似 情况 , 车 对 于 任何 不 恒 等 于 
零 的 速 粹 画 数 p(3) , 有 了 <0， 刚 核 吓 做 贷 定 的 。 简 前 面 一 样 , 可 
能 放 明 , 当 且 仅 当 全 核 是 完 素 时 , 它 是 负 定 的 。 

融 核 及 (3, 为 的 特征 曾 数 wi(s) 作 成 完 甸 页 数 条 [3 ]。 在 这 情 
婉 , 我 们 知道 不 存在 不 悟 等 于 零 的 速 积 画 数 与 一 骨 gs(s) 正 次 ; 课 
朗 从 持 征 币 数 秒 的 完备 址 推 示 出 核 的 完全 性 。 这 断 导 的 反面 不 卫 
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确 的 , 永 序 如 时 棱 旺 完备 的 , 却 不 能 印 由 此 扒 出 定 的 特征 西数 系 在 
[ 31 中 确定 的 意义 下 是 完备 的 。 

能 够 作出 一 个 完 符 坡 ,而 它 的 特征 丙 数 系 不 是 完备 的 。 对 于 
于 样 的 核 方 程 (163) 没 有 加 策 解 . 但 一 定 有 有些 解 ,它们 是 不 连 各 醉 
数 。 利 阳 我 倍 蛙 在 以 和 好 语 到 的 间 积 中 慨 念 ， 用 六 罕 比 连 糖 西数 更 
训 广 泛 的 本 数 类 ,就 可 贞 这 笠 玉 定义 核 的 完全 性 , 司 它 和 特征 画 数 
亲 的 完备 性 是 一 至 向 。 

任何 有 杭 孝 下 标的 福 楼 二 ,3; 刘 有 下 特征 什 , 国 此 全 必 是 正 
楼 。 从 二 六 登楼 的 定 父 推出 , 积分 (172) 对 于 二 次 医 核 本 写作 形 
式 : z 

| | Kats, Dp pasdt= | fj Els, Dpls) ds] di, 


且 从 而 谋 部 推出 , 省 基本 层 是 完 双 粮 ， 则 它 的 二 夹 王 核 也 是 完 人 至 
的 |。 

低 核 的 特征 珊 数 条 是 有 限 的 。 不 难 见 和 到, 这 样 的 核 不 能 是 完 
全 的 。 于 实 上 容易 作 提 区 数 碗 苍天 的 多 项 式 与 一 切 特 征 画 数 正 
变 。 例 如 , 座 只 有 两 个 特征 通 数 pi(8) 及 p23)。 我 们 建立 二 次 多 . 
项 式 与 这 两 个 范 数 正 实 。 于 是 引 到 有 三 个 未 知 数 a, 户 , y 的 丽 个 
齐 训 万 程 ; 


| 2p OP spi(s)ds+ y| prs=0 =1, 2)。 


这 六 程 想 一 定 有 不 等 于 零 的 解 [IIT; 10] 。 

6、 特征 阔 数 的 极 值 性 ”对称 沪 的 特征 值 及 特征 丙 数 具有 本 
值 性 , 它 是 与 代数 中 关于 二 次 昏 的 特征 值 的 李 值 性 相 类 修 的 , 且 积 
分 (173) 起 了 二 索 理 的 作用 。 

为 得 单 计 , 首先 设 核 是 正 的 , 亦 郎 它 的 一 切 百 征 第 是 正 的 。 
考察 标准 于 上 的 过 炉 画 数 尖 ; 亦 即 满足 下 条 件 : 


一 


h 
(174) | pr{s)ds =—1 
的 这 炳 而 数 类 ,有 秒 在 这 类 而 数 中 导 求 这 样 一 个 面 数 , 它 合 积分 
(173) 有 最 大 什 。 我 们 认为 下 特征 值 济 到 艳 不 减 次 序 , 亦 即 
(175) 0 EA a 


技 服 只 由 尔 不 等 式 : 


人 二 
A 


且 注 意 到 (175) ,我 们 可 写 : 
| | Kl(ls, HPPAds at 2 3 7 
亦 即 在 条 件 (174) 下 ,对 于 积 牙 (178) 我 个 有 以 下 估计 


1 
过 
坟 nk 


若 合 2fs) 一 p1(8) ,在 这 公式 中 将 有 等 号 ;因为 在 这 情况 pi 一 1 而 当 
4#> 工 时 ,pr= 0 亦 艺 在 正 核 的 情况 ; 积分 (173) 的 最 大 值 在 条 件 
(入 之 下 车 于 庆 ,县 当 2(8) 二 (9) 时 这 到 这 最 大 伟 ， 
现在 提出 下 面 的 极 值 问题 。 在 标准 于 1 的 束 糖 丽 数 p(8) 且 与 

特征 画 数 p11(8) 正 交 的 两 数 类 中 , 亦 如 在 下 刚 条 件 F: 
. {176,) | arl | p00) p10, 

导 求 积分 (178) 的 最 大 值 。 用 于 写 出 的 第 二 条 件 我 们 应 订 为 在 仅 
式 (172) 中 pi 一 0, 且 和 前面 的 讨论 完全 一 样 ,可 证 在 正 核 的 情况 积 
分 (17 风 的 最 大 们 在 条 件 (176D) 下 颖 于 产 ， 恒 当 p(s) 一 ps《D 时 过 
到 最 大 值 。 完 全 相 网 的 我 们 可 旗 虹 ;在 正 核 的 情况 , 稳 分 (178) 的 
最 大 健在 条 件 ; 


26， 竺 征 曾 数 的 稚 逢 性 红 


re 


Jr a 
(176,) 


| .pr | ps) gs) ds =.= | ps) prs (ds =0 


之 下 等 于 汪 ， 且 当 p(s) = p(s) 叶 达 到 最 大 值 。 于 是 , 我 们 可 以 
设 , 正 核 的 特征 值 的 倒数 ,是 在 夯 数 xs) 满足 上 述 条 件 时 积分 (173) 
的 一 东 列 最 大 值 。 同时 也 就 确定 了 使 积分 (178) 这 到 最 大 值 的 屠 
些 特征 两 数 。 

如 盾 核 是 负 的 , 划 我 们 不 应 蔡 最 大 值 ,而 要 内 到 在 条 件 (176,) 
下 积分 (1733) 的 一 系列 最 小 值 。 如 果 核 的 苇 征 值 有 正 有 入 ,出 对 于 
积分 的 一 系列 最 大 值 于 题 导向 正 特征 值 的 个 数 ,而 对 于 积分 (173) 
的 最 小 值 的 问题 导向 负 特 征 值 的 倒数 。 所 谈 这 极 值 阅 题 与 以 前 
[IID; 39] 对 于 一 区 型 的 檀 值 问题 是 完 至 相 类 似 的 。 此 处 我 们 得 
到 的 不 是 特征 值 本 身 , 而 是 它们 的 倒数 ,这 是 因为 套数 》 在 积分 方 
程 中 所 起 的 作用 跟 线 性 代数 中 的 作用 不 同 [ 2]。 

对 于 我 们 以 后 很 重要 的 是 极 值 问题 的 另 一 神 提 法 。 考 察 满足 
下 面条 件 ; 


(177) | | K(s, Np Ol] as=1 


的 束 炳 画 数 类 p(s) , 灰 序 我 们 对 画 数 闫 的 要 求 , 不 是 速 簿 机 数 本 身 
标准 于 1, 剧 蚌 它 的 异 助 于 楼 上 (s, 四 的 变 阐 标准 于 1。 按照 定理 
芋 , 我 们 可 把 变 开 后 的 画 数 乡 开 为 焰 对 日 一 致 收 黎 的 当 里 埃 圾 数 。 
由 于 要 数 的 一 致 收 人 敏 性 ， 难 展 柬 数 与 七 的 富里 埃 极 数 的 部 份 和 的 
鞍 的 先 对 秆 当 窗 里 埃 表 数 的 部 份 和 的 项 数 坛 到 无穷大 时 趋 于 霉 。 
于 太 中 值 认 状 亦 印 这 盖 的 竹 方 ;9 积分 ,更 加 趋 于 零 , 在 这 情况 我 个 
. 有 先 备 性 公式 : 


的 部 一 章 积分 方 积 


| [| KG Dr)a] ~ 翌 合 ， 


因 之 条 件 (177) 可 和 写作 形式 : | 
(178) > 八 =1, 


以 后 将 崩 规 夸 是 正 的 ， 电 将 公式 (72) 的 右 问 写作 下 面 的 形 
Es 


将 因子 和) 代 以 最 小 什 》 Ms 且 利 用 条 件 8) ,立即 得 到 对 于 公式 
《7 外 的 右 灿 的 估计 : 
(179) dA 

若 介 pf9) 三 8108), 剧 加 一 和 1 且 当 玉 >1 肝 ps=0, 因此 条 件 
(178) 已 适合 , 且 在 公式 (179) 中 我 们 有 等 号 ， 于 是 ,第 一 个 特征 和 值 
和 是 积分 (173) 在 条 和 件 (177) 下 的 最 小 什 。 壤 名 pfs) = 和 apa(s) , 妈 
这 个 最 小 值 税 达到 。 与 前 面 所 说 的 完 休 相同, 可 以 证 明 , 若 画 数 
pC) 满足 下 面 的 条 件 ; 

[| {xeG, Opa ds=1; (p(w) dsm0, 
有 即 岩 征 值 六。 是 积分 (173) 移 最 小 秆 , 且 若 他 jp (83) 二 和 gst3) ;天 这 个 
最 小 什 徐 达到 。 

不 难看 出 , 所 引出 的 得 到 特征 值 及 特征 丙 数 的 梭 储 原理 不 仅 
适用 于 正 柜 , 而 且 也 适用 于 有 有 了 候 个 鱼 赎 征 慎 的 性 何 核 , 亦 即 它 的 
特征 值 从 第 一 个 开始 可 按 不 沽 次 库 看 刘 的 尾 何 核 。 我 们 注意 的 
是 ,例如 , 洪 和 一 ho= 和 hh 志 4; 则 在 条 件 (177) 下 积分 (178) 对 p(9)= 
一 和 Vi 引 达 测 最 外 值 , 也 对 入 人 3 二 入 9) 革 D(8)==Agal 四 内 及 对 
于 系数 满足 条 件 刀 二 各 十 和 一 工 的 任何 线性 组 合 p(9) 一 cag:(s) 二 
二 opaf8) + 099al3) 积 分 (178) 也 都 达到 最 小 值 。 这样 就 把 狂 出 积分 


327.， 榨 笃定 青 旭 


人 一 - 一 一 pe ST— re 


的 最 小 值 的 一 切 丽 数 29 才 刘 举 镭 遗 。 类 似 的 注意 对 于 上 画 指 出 
的 第 一 个 极 值 则 题 包 适用 。 

发 核 有 有 限 个 正 特征 值 , 且 训 个 数 等 于 和信 一 蕊 。 在 条 件 (7 细 
及 幸 壳 的 下 变 条 人 着 下 , 恢 次 确定 积分 (178) 的 最 大 值 , 最 后 引 浏 条 
件 (1762), 基 显 出 在 这 些 笨 件 下 积分 业 已 不 能 取 正 值 。 事 实 上 , 在 
条 件 (I76s) 下 至 式 (172) 的 尖端 只 留 下 负 项 。 这 里 我 们 部 为 ha 
hz An 都 是 下 特征 值 。 

好 ， 支 色 定 理 ”前 而 我 们 已 经 提 到 过 , 核 的 富 星 埃 航 数 (144， 
可 能 是 不 收 仇 的 。 滨 色 定理 肯定 的 是 , 车 核 为 正 研 人 负 , 亦 妇 洛 宇 
的 一 切 特 征 值 有 相同 符号 , 旭 这 般 数 是 经 对 且 一 致 收 化 。 困 此 : 藻 
忆 (s, 基 是正 或 鱼 束 粹 核 , 旭 有 展开 式 (145) , 且 报 数 在 正方 形 如 风 
正规 收 禾 。 为 确定 起 兄 , 我 们 假 改 核 是 正 的 。 首 先 证 明 ;, 对 于 任何 
正 梓 有 不 等 式 KK(s, 8)>0。 

事实 上 , 若 在 正方 形 轴 的 对 角 线 上 存在 这 样 的 点 3 一 f==c, 在 
这 点 处 下 (ce 小 <0, 居 在 提 到 的 点 存在 这 样 痢 域 |: 一 c| < 及 
| 一 6! <s 和合 在 这 整个 办 域内 天 (3 ,由 二 0。 我 们 可 确定 这 痒 速 积 
画 数 2fs) , 它 在 区 间 ec 一 s<s<ee 内 有 正 值 , 且 在 这 区 间 外 的 各 处 
都 等 于 等 。 对 于 这 个 出 数 往 有: 
7=| | KE(s, Dy(s) pl ds d=| | EKG, Dp()pC) ds ds<0, 


这 与 核 的 正和 性子 盾 。 作 核 
(180) EK(s, 0) — SPY 


它 的 特征 储 和 N41， hr4rs，… 都 是 正 徇 。 应 用 刚才 证 朋 有 的 事实 漳 这 个 
述 ， 得 : 


kK (8, ) 一 寥 - 于 时 >0， 亦 即 家 -2 <EG， 8)o 


8 和 第 一 但” 积 路 六 程 


因此 立即 推出 ,具有 正 项 的 航 数 就 -全 -在 s 的 任何 值 都 是 收 


伊 的 , 卫 对 于 区 沿 [e, 5] 内 任何 值 * 它 的 孝 您 和 恒 小 于 正 数 性。 
应 用 柯 西 不 等 式 ,可 窟 出 : 


+ | 4 _ Ny 名 Plt) 
这 | 一 产 A A 
y a | Si 
> 站 
se 


由 于 般 数 也 2 的 收 敏 性 , 从 而 走 序 推出 表 数 (4144) 对 于 固定 


值 8 在 区 辣 ta, 站 内 关于 一 长 收 伏 。 从 此 ,如 我 从 已 知 利 的 [24]， 
就 推 出 会 式 (145)。 

利用 地 尼 定理 可 以 诈 明 所 担 及 的 琢 数 在 和 内 的 稻 邓 且 一 息 
收 敏 性 ;这 正如 在 [2 条 中 对 十 二 次 盖 贸 所 作 的 完 从 一样 。 应 指出 
的 是, 在 定理 的 征明 中 只 要 这 个 重要 淮 实 ， 朗 特征 值 入 从 某 一 -个 
起 全 是 正 的 。 正 是 这 个 事实 给 出 核 (180) 的 正 性 , 央 之 , 当 械 玉 (s, 六 
有 有 限 个 负 畦 征 什 时 , 证 明 也 保持 有 产 , 下. 般 地 , 当 核 忆 有 有 限 
个 正 特征 值 或 久 特 征 值 时 , 胡 色 完 更 在 这 情 光 仍然 是 正确 的 ,我 们 
指出 , 核 的 连 往 性 对 于 所 证 定理 之 成 立 是 十 分 必 丑 的 。 

28. 列 标 性 园 的 情况 ”考虑 一 维 能 标 性 核 的 情况 

(181) Kls, t) = 让 5, , (0<a<3) 

如 在 [ 绰 中 一 痒 ,我 们 引进 连续 述 


z 人 人 站, 当 |s 一 引 守 Y 时 ; 
(182) Kyls, 有 一 ) 1 0s 2 
yy 


ALm | 


= 18 一 了 生字 时 。 


| 有 下 全 计 * 
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(188) IK,(s, DI < {Ks, D1< 0 
| 
作 二 次 占 楼 : 
(1841) Its, =| Kt, EK (f, Hato 


由 十 (181) ,对 于 在 [4, 如 内 的 任何 位 置 。 及 是 积 分 有 总 义 ， 因 为 
在 * 及 上 重合 的 最 不 和 的 情况 时 ,对 于 积 从 号 下 的 多 数 有 下 面 估 
计 : 

KG, 下 全 ,| 


re 
我 们 将 灵 明 玉 ss, 四 在 正方 形 和 内 是 速 炉 而 数 。 

作 咖 数 
(184) Kgrls, =| Kyls, t)FK,(h, Das 
它 在 和 内 是 速生 的 。 只 须 让 明 , 当 7 一 0 时 K8?(s, 四 在 加 内 一 各 
地 一 下 ss 罗 。 我 站 有 : 

Ess, 六 一 天 入 人 入 一 | EK Gs, H)E(, )— 
—E,(s, FE, t)]ar , 

若 |* 一 站 | >y 及 上 一 石 | 之 ,有 端的 荆 等 于 零 。 注 意 信 和 放 
(188) ,可 写 出 : 
(185) [Kats, 站 一 下 和 全， 【SO 


ef 3 df 
2 由 | 而 一 由 | rt Per 
攻 | 一 让 之 27, 剧 区 章 [s 一 ;8 十 外] 及 区 则 [t 一 yf 十 y] 彼 此 不 复 
盖 , 且 我 们 得 ; 


[ 十 下 好 1 _- 痕 dr 
sy | 而 一 512| 和 一直 4 “sy I 


1 | of + 人 
= 区 | 8 《在 — 8)" . YY con 


区 有 第 - :之 积食 太 丢 


=- 十 字 ar _ 工 一 了 站 
亦 即 | 一 


sy | 一 人 一 业 一 全 


因此 


4 
C188) [Kels, KEG, #)! < 一， (|s—t| 22y), 


现在 假定 13 一 | 过 2y 。 这 时 区 更 [8 一 ys 十 3 及 区 更 下 一 
t 十 川 彼 此 复 盖 ,有 征 这 十 个 区 并 此 包含 在 以 5 或 二 作 中 心 长 度 为 67 
的 区 关内 。 利用 不 等 式 ci < 于 (oz 十 的 ,得 : 


1 1 1 1 1 
[8 "It —t|" < 二 | | 在 一 8 下 + Ht? 


因 之 
| 一 天 a _ 一 上 全 Ty df _ 
a7 [ti—8] "| tl" “ 电 外 -ay 和 二 和 2 
1 ff437 oat 1 , 
一 一 名 1 2% 
到 工 一 2 ty) ' 
且 类 仆 地 : 


t+ df 
一 一 一 一 一 7 名 1- 2 
| | 一 Bl i 一 | 这 x 7) 


从 而 ;由 于 昼 85)， 
{187) | 五 ss BD — Kin(s, 起 | 去 - 1 (B37) (st <27y)6 
把 这 与 (186) 相对 有 眼 ， 我 们 前 出 五 六 {3, 人 在 各 内 一 臻 地 
一 天 ss 站 ,二 而 下 st9, 站 在 io 办 是 回炉 两 数 。 
由 公式 (158) 确定 的 上 Ks (C3; 四 及 其 余 的 核 的 回炉 性 的 着 明 还 
要 更 简单 些 。 
其 次 示 难 证明 积 俘 详 序 的 奖 斤 的 可 能 性 ; 
(188) | (| gE, duit| KCs, tdn = 


-[ [J Ke i K (Hi, dds ju dt, 
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其 中 居 ( 动 是 过 入 押 数 。 
齐 实 上 ;在 正 数 ? 及 Ys 时 有 对 于 巡 各 核 的 类 位 有 至 式 ; 


G89 | [| Rsk Duala ss, tan 


一 | I LL lu(D a 
当 3? 趋 于 雾 时 左 端 的 内 积分 关于 下 一 烙 改 合 于 税 分 全 : 
| | ke uttyas, 
且 右 端的 内 积分 一 政 收 人 笋 于 各 分: 
| Ks, A) KF (h, Fatro 


这 可 从 这 样 事实 推出 , 邹 [四 中 的 肥 式 (111) 确 完 的 w(a0) 一 到 
软 钥 于 2 开 )。 当 -0 时 ,在 公式 (189) 中 取 极限 ,得 : 
(190) |[[| ze Daudas [Es, ta 一 

= | [| se, 5) Ks, Ode aede, 


当 ys 0 时 , 辑 前 面 指出 的 理由 左 端 的 二 重 积分 趋 于 (188) 的 
开端 。 有 到 式 (190) 的 右 端 的 内 积分 关于 诗 也 一 致 收 敏 于 公式 (188) 
的 右 端的 内 积分 。 如 我 们 在 前 面 对 于 积分 (184.) 所 作 过 的 完全 一 
样 可 埋 明 这 个 事实 。 在 公式 (190) 中 取 极 限 得 到 (188)。 

回 到 [&8]。 在 公式 (156) 中 在 折 = 时 有 阳 权 性 (a 过 二 ) 的 
数 玉 (4 介 直 了 (4) 的 作用 。 这 个 丽 数 依 蒜 于 参数 1。 由 于 核 的 
遍 极 性 , 柔 数 的 丕 方 下 的 和 作成 收 化 航 数 ， 而 在 赴 明 [22] 的 定理 
一 时 只 应 用 这 个 事实 。 于 是 可 断 车 对 于 在 区 畏 [e&, 下 的 任何 二 报 
数 (57) 关 于 * 正规 收 租 。 特 别 是 有 

ERs, 3); (as), 
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大生 我 们 已 经 多 到 吉 录 是 连续 本 数 。 按照 地 尼 定 理 , 写 出 的 般 数 
一 致 收 伍 , 旦 处 不 等 式 


(pO PO | Es{p + [go 的 ]3 


推 得 , 洪 点 (3, 丰 必 于 各， 多 狼 数 人 67 正规 收敛 。 

前 面 操 到 的 定理 [ 及 定 坦 [大 于 呢 怀 性 核 出 讨 知 以 证 明 。 

当 nn 宇 8 时 ,在 公式 (58) 中 起 (0) 的 作用 的 画 数 KE 人 ,由 
已 友 荐 束 的 。 因此 ,公式 《159) 及 对 应 地 数 的 正规 黎 钱 性 对 于 
瑞 极 性 核 也 是 成 立 的 。 

完全 和 人 前面 一 样 ,可 以 证明 在 重税 分 (470) 呆 积 从 次 序 的 变换 
其 正确 的 , 且 因 之 在 咏 21 , PRdj 受 有 由] 中 的 所 有 夭 知 对 于 卫 极 性 核 
都 保持 有 效 。 

所 有 待 询 可 以 立 师 推广 到 多 个 变量 的 情形 。 

29， 非 齐 次 方程 现在 者 察 共 有 连续 识 弱 极 性 的 对 称 核 的 非 
济 次 方程 


(191) P=) 十 和 | Kle, Dp) 


且 首 光 证 六 不 是 特征 人 利 , 亦 即 不 同 于 一 铝 xx。 这 时 方 性 人 91) 有 了 唯 
一 解 。 我 从 将 用 特征 本 数 yats) 来 胡 达 巧 。 可 写 : 


(199) p(s) = (8) +g 3), 
其 中 
(198) 9() 一 让 KC, OFC), 


按照 定理 开 , 画 数 gs) 可 展 为 基于 核 的 特征 夯 数 的 超 对 卫 一 至 收 
侣 科 数 : 


9 — Tgpsls), 
确定 这 个 展开 式 的 系数 。 我 们 不 能 直接 从 公式 (193) 得 到 忆 


名 ， 非 弄 次 方程 D8 


们 ,因为 在 这 公式 中 积分 全 下 寿 竺 求 本 数 p 提 。 按 照 (192) ,以 和 
(0 +9G 代 蔡 它 ,可 写成 : 

(194) 9g) =i| Els, DTD 490 

了 六 是 已 狠 画 数 .Fe) 的 富里 二 系数 。 和 f(t) +9 (有 富里 堵 系 数 
(大 十 g) 因 之 扰 刚 (152)， 位 于 公式 (94) 的 在 端 可 通过 积分 用 核 
来 表示 的 那个 画 数 有 富里 堵 系 数 ( 广 十 go): jx, 二 由 于 《19 区 ,我 们 


三 : 

(195) gas= tf 二 g 

从 这 公式 可 确定 系数 色 : 

(196) Hh 一 区 
因 之 ,按照 (193) ,方程 代 电 ) 的 解 应 是 下 形式 : 
(197) pg 人 9) 一 /人 + -Pet 。 


现在 发 》 是 特征 值 。 为 确定 起 见 将 假 芒 它 的 秩 等 于 3， 姬 有 
入 二 和 一 内 一 yg 

由 于 核 的 对 称 性 , 转 置 万 程 与 方程 (191) 相 同 ,因而 要 这 个 方 
| 程 可 解 的 必要 旦 充分 的 条 件 是 ,使 得 pfs) 与 pi(8), ps(3) 及 p(s) 
正 变 , 亦 妆 必要 生 充 从 的 条 件 是 产 -=F= 户 -=0。 息 定 这 生体 浪 
足 。 和 前 面 一 样 来 讨论 , 按照 人 196) , 公式 (195) 葵 出 谢 定 从 gs 起 
的 一 切 gi 的 可 能 性 。 

当天 一 1，2，8 时 菇 式 (195) 变 为 恒等式 ,因为 在 =1, 2, 3 时 
二 hr 太一 J 这 与 我 们 可 把 粮 征 两 数 gil8) ， psf8) ga( 引 的 
性 倍 灵 性 粗 合 添 加 济 方 程 91) 的 解 上 的 那个 审 实 相 迁 应 的 。 

于 是 ,在 记 考 察 的 情况 ,方程 1191) 的 通 解 有 形式 : 


(198) ps =f (8) +» bY Le Topits) 十 Ca 多 区 人 + copals), . 
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其 中 co cay pa 都 是 任意 常数 。 

30，、 在 对 称 核 情况 的 弗 列 德 和 蒙 工 有 具 ”应 种 前 面 和 的 弗 烈 德 和 
蒙 工 具 的 叙述 到 对 称 连 粮 校 的 情 泊 ， 

在 这 尽 况 , 弗 列 狠 胡 ! 此 分 子 (58) 及 解 镶 也 都 是 对 称 夯 煞 。 从 
前 我 俩 全 有 屋 纺 的 展开 式 [2 和 。 和 狸 这 些 属 开 式 代 大 到 并 (4), 且 
根 发 大瓶 足 全 件 (和 ) : 因 之 1 二 | 


cy ra 
(180) R(s, 2) —K (9, 1) + Putsy Delt + 


Es 4 所 ， 
十 和 2 1 全 yg 十 


四 二 ]| 


不 难 有 埋 出 ;, 若 在 这 般 数 中 以 写 全 的 萎 对 值 来 代 定 俩 的 一 切 值 ,如 得 
漳 询 有 正 项 的 二 重 报 数 收 襄 ， 宴 灾 上 , 将 舍 | gn(8) | ov 人 全 | 的 莉 
项 合并 起 来 ,得 到 报 数 : 


IE ts, 6) | + |91(s) | | ga 人 pa 


和 | 
ert 


|g) gs)| 盖 二 … 一 


总 (Aa 安宁 


六 [上 
Kl DIT BPD gd) TT A 
但 把 这 贰 煞 与 一 到 妆 施 航 数 
(200) 总 本 | 


和 
el hn | ” 


. 2 
此 磅 ,我 们 天 出 ;, 它 俩 的 一 般 项 的 比值 CT 一 人 号 丰 傣 示 干 


变量 (3, 站 且 趋 于 I!X| ,从 而 显 出 二 重 般 数 (199) 的 和 对 收 禾 性 。 因 
之 ,在 这 损 数 中 可 合 关 人 台 有 grC9) ps) 的 雍 项 为 一 项 。 于 是 ,我 个 
得 到 解 植 鞠 于 蛙 征 画 数 的 展开 式 : 


世 -| Pr 
(201) Rs, 办 + 各 守 训 于。 
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严格 地 新 ,我 们 在 和 满足 条 件 (40) 的 假 堆 下 引出 这 个 用 开 式 。 
但 在 略 数 (201) 中 以 宅 位 的 杷 对 值 代 它 有 的 一 切 项 , 且 和 .上 面 一 样 将 
所 得 节 数 与 报 数 (200) 此 述 , 可 确信 级 数 4201 对 于 性 何 异 于 加 的 
入 基于 (3, 办 条 对 且 一 致 收 施 。 更 进一步 , 了 让 匀 数 在 平面 入 的 任何 
有 限 区 域内 关于 是 一 致 收 雍 的 , 失 要 在 这 袖 数 中 去 掉 在 这 区 域 
再 有 栋 点 的 前 面 一 些 项 。 于 是 ;公式 (201) 的 右 句 乃 蚌 分 画 数 的 能 
理 分 式 展 开 式 , 且 完 至 和 公式 全 1) 一样, 第 葵 出 解 针 在 整个 平面 上 
的 解析 延 拓 。 特 别 从 公式 (201) 排出 ,在 对 称 核 的 情况 每 个 特征 值 
是 解 核 的 简 罩 极 虚 。 要 捐 出 , 车 将 展开 式 人 201) 代 及 公式 人 46)， 则 
得 到 有 公式 97) , 它 葵 出 解 关 于 特征 罚 数 的 展开 式 。 

在 匡 式 (2301) 中 拿 + 二 8 匡 对 ， 积分: 


五 右 , Co 1 
[Res, D4- Kls, dsthT Ay? 
但 更 公 式 (59) 的 十 端 除 以 D0) ,得 : 


Pro oma- 
轨 之 ,前 一 公式 可 写作 形式 : . 
局 . 必 1 

5 | Ktsy 8) deh nh pe a 


吉 加 是 上 0) 交 7 革 圾 点， 我 们 知道 ELI1;; 24] ,对 于 上 前 至 
“ 式 的 左 端 一 ho 是 有 留 数 7 的 单杠 点 。 在 这 公式 的 右 喘 有 某 几 个 
- 数 加 与 相等。 每 一 个 对 应 分 式 可 号 作 形 式 ; 


A 1 1 
人 十 


里 融 是 ,每 一 个 这 样 分 式 知 出 在 概 点 一 io 的 贸 数 等 于 于, 因 之 ,在 
hs 中 详 有 ?7 个 等 于 ho。 于 是 我 位 有 下 面 的 定理 :在 对 称 核 的 情 
纲 , 若 加 是 了 (的 7? 炙 喜 点 ， 剧 对 谱 于 流 个 特征 信 恰 好 有 7 个 线 


二 


109 第 一 章 ” 积 身 广 程 


对 庶 特 征 值 的 秩 。 
我 们 在 前 面 已 灰 肖 过, 核 了 (s, 站 有 它 自己 的 关于 特征 两 数 系 
Pr() 的 密 里 堵 颖 数 (144)。 在 公式 《201) 的 右 端 中 以 这 条 数 代替 


Ks, 0 
3 地 多 本 
cao 2 


若 注 意 到 在 公式 (201 大 的 各 是 一 致 站 茹 的 ， 那 未 我 倍 可 断 
慎 ;, 极 数 5202) 的 -一 臻 收 仇 性 与 角 数 代 44) 的 一 致 收 侣 性 同时 从 上 生 
同时 ,我 俩 也 有 公式 : 


六 (201) 的 且 遇 村 以 .(D 征 对 玉生 由 容易 直接 得 到 于 数 
卫 G, 引 入) 的 富里 烧 对 数 。 河 注意 到 go 人 的 是 核 关 (s, 办 的 特征 尔 数 
和 gn) 是正 交 昌 标准 的 ,于 是 我 们 就 得 到 航 数 (202) 的 有 系数: 


| RGN pd p(s) 


这 等 式 才 明 两 数 p,(s) 部 是 核 (Cs, 1; 和) 的 特征 两 数 ， 对 应 于 特征 
值 以 一 入 ， 此 处 实 值 大 可 和 任意 疾 定 的 。 不 难看 出 ， 这 是 安 对 称 核 
总 X 的 一 财 特 征 南 数 的 完 至 系 。 东 实 上 , 珊 还 存在 任何 特 
征 曾 数 go ts)。 蕉 它 对 应 的 特征 秆 不 隔 -本 ~-: 切 特征 侍 %, 一 入 ， 须 它 
应 与 一 葬 wx(3) 正 严 。 苛 got(8) 对 应 于 基 特 征 值 加 一 入 ， 则 因 go (8) 
为 新 特征 画 数 , 定 应 与 wi fs) 中 对 应 于 同一 特征 值 的 漠 丙 数 继 性 
乡 基 。 把 与 促 到 的 特征 值 对 应 的 特征 厨 数 wi(8) 的 线性 抢 合 施 到 
gots) .上 ， 我 个 可 这 样 选择 这 全 性 租 全 的 系数 , 使 得 到 的 特征 画 数 
与 删 竹 皇 到 的 一 赋 pi (3)} 正 次 。 由 于 在 届 了 已 证 过 的 定理 ,这 个 
攻 特 征 现 数 与 对 应 丁 基 他 特征 值 的 一 - 急 or 人 正 党 。 于 是 ,我 们 可 
简介 地 部 为 新 特征 而 数 pof 人 与 一 荆 贾 数 gf 人 正安 。 因 之 证 志 与 
村 到 (站 正 葡 太 和。 将 《201) 的 所 端 素 以 oo 从 蜂 对 二 和 分, 得: 


* 所 ， 决 泵 豁 所 楼 1og 
一 


.Rt Dopold) d=0, 


从 而 推出 wo (89) 不 是 核 五 (8,t; 个 的 特征 丽 数 。 因 此 , 讲 丽 数 gt3) 
不 构成 核 RCs, 如 )) 的 特征 画 数 完全 系 的 候 发 是 荡 下 的 。 

于 蚌 我 们 可 以 断定, 车 取 渐 数 卫 (s, 加 作为 新 楼 , 则 这 核 有 
与 基本 核 相同 的 特征 画 数 gn(s) 的 对 和 体 ,对 应 的 特征 值 是 (一 入 。 
应 用 仅 式 (201) 到 被 琶 (3; 二 应, 旦 用 5 记 因 数 , 我 们 殉 供 这 个 核 
的 解 被 是 : 


re ， ， CF de (8) a 区 
ROS Nt) BE TL Ry 


测 按 公式 4201) 展开 Rs, 起 愉 莽 简 单 运 算 , 我 们 不 难 求 到 : 


廊 Nr SS1 Pn C8) Pn (A a 
Rlst hn) = ED Nn) 和 


一 (8,t; 久 ++， 
亦 即 洪 采 用 五 (1; 人 作为 新 核 ,期 它 的 解 核 是 丽 数 RG, 和 十 》。 
我 们 指出 , 因为 对 于 弱 极 性 对 称 核 我 们 生得 芒 登 核 的 展开 式 
且 已 靳 明报 数 (200) 的 一 致 收 笋 性 ,对 于 这样 的 核 也 有 展开 式 
(201)。 当 》 逼近 于 零 时 胡 数 (45) 的 收 化 性 可 很 简章 地 证 明 , 例 
如 ,利用 公式 


， 
下 人 -| KF, 8,0) Kalt, tae 


及 当 Pp 这 9 时 核 下 GG, 旭 的 连续 性 。 若 和 不 等 于 入， 有 则 到 式 《46) 
也 是 正确 的 。 

31. 堵 尔 密 胶 核 “我们 便 定义 对 称 核 是 这 样 的 实 核 , 当 交 挤 
重信 变量 时 它 在 变 。 这 样 的 转 与 缉 性 代数 中 的 对 称 甜 阵 相 做 。 对 
称 烦 障 是 元 素 满 足 条 件 au 一 am 的 取 尔 密 有 辽 和 矩阵 的 特殊 情 闪 FTITI;; 
4。 完 全 机 但 地 ,对称 核 是 埃 东 冤 版 楼 的 星 冻 情况 ,这 核 是 由 这 
样 性 此 来 定义 的 , 当 变 痪 十 个 变量 时 它 变 作 直 已 的 共生 值 。 在 一 


了 
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账 情况 : 
(204) RRs =FK(s, 0), 


对 于 这 样 的 核 在 它们 的 巡 炳 性 或 怖 极 性 的 假 贺 下 可 以 引出 前 面 提 
过 的 一 切 定理 。 害 型 [和 全 仍 然 正 确 。 一切 竺 征 值 臣 实 的 , 但 特征 
画 数 却 亿 可 能 是 复 的 ,因而 南 数 系 4189) 是正 诡 标 准 复 国 数 承 : 


起 数 (144) 有 形式 : 
(1441) PLAGEAGRM 
这 是 元 作 * 的 画 数 KK (s, 人 关于 图 数 me) 的 富里 堵 胃 数 。 也 也 可 
着 作 确 定 在 bo 内 的 画 数 KEG3, 办 关 于 丽 数 pi (9) 网 [人 一 1 
的 富里 块 裔 数 , 而 这 毕 丁 数 在 因 戌 为 正安 标准 系 (大 天 [22] )。 
当 它 在 加 内 一 致 收 租 时 ,有 肥 式 : 
(145) Kls, 0) = B24 pA), 
定理 二 及 候 式 (152) 都 保持 有 效 。 定 理工 岂 仍 是 正确 的 。 对 于 番 
核 得 到 展开 式 : 
{1b ) 政 afs， £) A 有 一 史明 儿 


A 
它们 在 6 内 正规 收 笋 。 代 替 民 61) 我 们 有 : 
(1611) BH-| | EG "de, 
旦 代替 (162) 的 是 : 
(162) 种 | |K(G,D— 0 a0, 


在 与 磅 正 变 的 旭 定 义 (168) 下 , 定理 三 完全 保持 正确 。 及 起 
kt72 棚 下 面 的 代替 : 


Es, 
ee 
ee 


39， 可 对称 全 的 方 释 


[172 | | FK (st) pls) pC) ds = TP, 
且 此 外 有 关 核 的 分 类 ,有 关 特 征 值 的 栋 悄 性质 的 讨论 以 及 [30] 中 
的 工具 等 诗 答 在 适当 地 把 特征 画 数 代 以 它 的 对 庶 共 地 画 数 时 都 保 
持 有 效 。 一 切 理论 自然 也 可 推 /到 纶 极 性 堵 尔 密 胖 匀 。 茵 齐 次 方 
程 (91) 仍 上 得 有 解 (197)。 : 
具有 堪 尔 密 脱 核 的 积分 方 短 与 具有 所 衣 灿 对 称 核 的 积 妇 方程 
[13] 有 让 接 关 系 。 如 果实 核 玉 (s, ) 满 是 条 件 : 
\205) Elt,3)=— k(t), ， 
旭 把 它 电 做 笠 对 称 核 。 显 然 , 若 玉 (3, 上 是 笠 对 称 核 , 旭 2K (5, 台 
是 埃 尔 密 脸 核 。 计 是 , 若 有 科 对 称 核 的 积分 方程 
p 人 = ta) Ee, Dp), 
日 以 总 代 普 X, 得 到 埃 尔 密 阶 恋 的 积分 方程 : 
pl) =7G) KG, D9 (Od 


由 此 准 知 妊 对 称 廉 的 方程 一 定 有 畦 征 什 ,县 所 有 这 些 特征 值 都 是 
盖 虚 数 。 

32， 可 对 称 化 的 方程 “现在 我 们 指出 在 应 用 上 把 常 遇 到 的 一 
类 方程 , 它 猎 稍 单 变换 可 归 竺 到 具 有 对 称 核 的 方程 。 这 方程 有 形 
FE: 

(£26) pI) 二 | Es, pl) olds, 

其 中 KK(s, 站 是 实 对 称 械 , 且 在 区 尚 [4, 中 内 p( 介 >0。 将 雨 端 乘 以 
Mp(8) 且 代 检 pg (3) 引用 新 待 求 画 数 由 (8) = ps p(s), 就 时 出 
积分 方程 : 

y 9) =7G VS 上 Xe TAGL 

它 具 有 对 称 核 : 
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Lls, D= Fs, {vv pls pn 。 
如 并 星 对 庶 的 麻 闪 三 程 的 特征 秆 友 特征 而 数 。 有 照例， 的 
权 可 假 证 一 数 wk 是 下 区 且 标准 和 的; 帮凶 : 
0, 当时 ; 
| we | 
1， 近 2 hro 
利用 公式 : Wi 8) = pra) DJ 
则 得 到 齐 欧 方程 ; | 
ps) -=| Kls, Dn a de 
的 特征 责 数 其 有 带 权 2(3) 的 开交 性 及 标 淮 性 : 


6 0, 当 wy 时; 
[OLAOEROL ES 


1, 当 名 一 站 上 时。 
对 于 一 次 悉 核 : 
GD- FG, 1) K Cd pl) VPI a 
有 展开 式 : Lals, 1) = 六 et 2 , 


从 而 , 葛 去 因 于 MP(9POO 后 ,得 到 由 等 式 
Hls, ) =| KG， R(t tp ) dt 
所 确定 的 夯 数 的 展开 式 : 
H,{s, 1) = 2 
国 样 ,应 用 完全 归 秽 法 ,得 到 画 数 
Hs, = | Hosls, HK Gs, Hp) dt 
的 展开 式 为 : 


H,(s, #1) = | Drs 


六 
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除 此 以 外 ,有 惨 式 : 
K{s, = p> PE a 地 ， 
只 要 右 虹 的 般 数 在 固定 任何 一 个 变 昌 时 关于 另 一 变量 尾 一 致 收 赦 


的 着 。 


假定 画 数 了 (5) 蚌 可 用 核 (3, 站 表示 的 , 亦 朗 ; 


(207) f° | Les, hla。 
那 未 
(208) f() = figs), 


TNOLAOLR 


向 去 {207) 及 (203) 的 南端 的 wv P06 ,我 们 得 到 男 数 
sO VP) | Fl VBE 
的 契 对 和 且 一 致 收 雍 的 报 数 展开 式 : 
(209) Fls) ~ BD Pg ls) ， 
其 中 又 数 按照 带 棚 鬼 浊 常 的 窗 里 埃 法 风 确 定 如 下 ? 
ROTAOT NOL o 

我 们 可 得 搂 把 方程 (306) 导 到 县 有 对 称 核 的 方程 ,只 爱 引 用 代 

长 5 太 ? 的 着 变数 必 太 六: 
z=| Pu A y=| pC dv, 

工 由 于 pf 好 六 0, 当 但 变声 诈 加 时 新 变 量 也 增加 。 忙 模 变 贡 后 得 到 
新 男 数 及 (2) 二 了 个 (2) 一 加) 及 浙 河 称 核 E18 二 区 人才 ) 们 ， 
而 方程 (206) 可 写作 形式 : 
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oo) fw) ta Eile, Doan 1= | pa), 


33. 网 ” 1. 考察 11 中 的 护 , 且 为 简 轩 起 内 倒 1=1, 亦 加 : 

3 的 一 个 ， 半 5 时; (0 

ts st Otel 

在 所 办 人 情 况 可 城 草 育 限 形式 的 一 二 特征 值 太 特征 画 数 ， 在 齐 次 积分 方程 


C211) p {a) =- Ea rt)as 


n 
中 ;当众 1=0 天 1=s 积分 时 , 六 即 当 ts 侍 , 我 们 应 当 捕 到 表达 式 (210) 中 
的 第 二 起 ) 而 当 夫 1=# 到 t=1 积分 财 , 用 末 达 式 航 第 一 式 ; 方程 可 看 号 为 形 
式 } 


C210) K (sst) =| 


和 ~ 人 ts) eCDat+》| s (tp 
峙 两 顽 对 。 求 导数 ; 
pf (9] = -| tp (tat dt Aa (1 ~ 3) p(s) + 和 | (pdt—astl— sp(syo 


积分 妨 让 的 十 项 彼此 消 尖 司 , 瞪 对 s 求 一 次 导数 ,得 ; 
(212) "C0 TAS) =0, 

十 人 210) 显然 请 中 过 人 性 瓦 位 :和 一 无 岂 级 二 0 国之 以 式 人 1) 葵 出 虽 人 9) 天 
#1 三 亦 朗 我 们 只 到 方程 (212) 这 性 的 解 , 它 满 足 边 界 条 任 :#01= 痢 1)= 
二 0。 方程 (212) 可 用 初等 网 数 积 出 来 ; 且 我 从 知道 CII; 167 门 ) 人 仅 当 和 4 一 n2x3 
时 ,对 该 方程 提出 的 思 办 尚且 术 可 有 趟 等 于 等 的 评 ; 并 匡 这 些 解 是 知名 = 
= Vv 2 sin ns, 

直接 代入 方 革 (21D 中, 不 难 团 年， 所 提 到 的 艇 及 函数 痪 实 是 方程 (211) 
的 特征 慎 及 特征 图 数 。 捍 且 ; 如 此 注 访 到 , 当 且 和 殖 善 典 及 的 边界 条 件 时 , 术 上 上 
面 指 出 移 对 于 方程 的 雨 端 进行 微分 运算 ， 并 六 有 9 入 觉 的 裔 ， 屠 末 也 就 可 以 
相信 上 入 这 些 数 肋 国 数 确 实 是 方程 12td) 的 特征 值 基 特征 酌 苞 。 当 考 赛 才 端 
国定 靳 的 撤 动 出 题 时 LI 霹 门 我 们 业已 每 出 过 上 寺 述 特征 储 及 特征 国 数 。 荡 
个 训 实 与 我 们 在 [ 工 ] 吕 指出 过 的 事实 , 疗 态 〈《210) 输出 在 集中 力 时 竺 的 元 改 
恋 曲 ,有 直接 联 系 。 以 后 苦 对 于 三 证 一 美的 数学 物 埋 间 是 推广 这 个 观 仿 。 对 
于 记 汪 宕 的 例子 禹 数 (144) 是 一 致 收 教 的 因 之 有 下 而 公式 : 


(213) .2 sm zxs sin kat = 人 时 ; (< 
Ti 站 3 ta) yat 寺 ， DTtsTV7 9 
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设 某 芋 数 fts) 有 到 二 防 的 连续 导数 旦 满足 边界 条 件 0) = 了 (1)=0。 
对 于 这 样 的 贰 数 , 我 们 有 用 核 表 示 的 式 于 如 下 : 


f{4) = —) Kts, fF" Cade 一 一 es 并 Ca -| sl— fF at, 


应 用 分 部 各 分 法 处 难 验 证 这 成 ， 卫 这 让 沁 可 从 站 ] 中 关于 在 连续 分 布 茶 重 下 
来 确定 弯 上 是 时 所 说 过 的 一 且 推 出 米 , 在 这 情况 应 认为 茶 重 等 寺 扩 (tt)。 半 是 ， 
定理 二 指出 , 诺 显 上面 所 指 笨 伯 的 尾 何 隔 数 (3) 在 区 间 [0,1] 内 可 展 为 闫 于 
国 数 v2 sinkxs 的 绚 对 生 一 到 收 伊 富 围 埃 级 数 。 以 后 纺 们 将 看 到 加 于 艾 数 
fts) 身 上 的 条 件 可 大大 地 沽 轻 。 我 们 和 注意， 公式 (213) 也 表示 了 它 的 右 山 的 
富里 过 级 数 的 展开 式 。 . 
斌 级 数 可 看 作 : 它 是 当 石 市 作为 s 的 地 数 (# 是 套数 } 时 该 前 数 基 于 函数 
A 2 singmrs( 人 一 2 3 …) 的 富里 埃 级 数 , 或 者 看 作 : 它 是 确定 在 正方 形 (0 志 
三 #1 遇 的 硬 映 图 数 基于 国 数 汪 simn 丰 rssingrtfEg ET ,2 下 ) 航 省 
里 埃 级 数 , 而 这 些 图 数 在 所 担 及 的 正方 形 内 成 为 正 变 标 瞧 系 。 和 前 夯 类 伺 寻 
可 考察 如 下 形式 的 核 
KCs, 1) = 和 当 8 竺 相 
aat hiestda, 当 si 


3， 游 赛 核 下 ts, 是 差 8 一 1 的 隔 数 ; 
Eis,£)=c{8—#), 
其 中 加 (人 z) 是 连续 惕 随 数 , 且 有 周期 2x。 出 玉 辣 数 w(xw} 的 惕 性 ， 这 楼 是 对 称 
核 。 引 入 所 考察 的 函数 口 Co) 的 窗 里 埃 系数 : 
ts = 二 | oa coskrar, {k=0,1,2,"), 
Ty 
这 时 由 于 属性 
| | (x) sinkrde = 0, 
现在 考察 下 积分 
| (a ~ eoskldts 
作 变 数 代 换 s 一 8=w 且 利 用 wtxz) 的 情 性 , 得 : 


哮 开 闻 
| DBO— enskE df=cosks| “ mr oserdm, 
一 了 -一 9 ， 


li16 第 一 人 章 ”积分 方程 


或 者 注意 牧 分 之 问 的 民 庄 党 于 2x, 最 后 和 : 
| ws 一 了 US 人 一 mer roskso 
同样 , 得 : | 
| fs--t) sinkt 全 一 mer SRS, 
状 阁 前 次 职 分 方程: 
pa) ws pd 
医 尔 数 ot 加 的 一 切 富里 过 系 数 都 不 党 丁 等 , 则 从 前 面 的 计算 推出 , 这 方程 育 
特 自 位; 
4 一 二 (k= 0, 1, 2 


它们 对 庶 于 下 面 的 正 变 标 稚 特 三 困 数 系 


1 1  - 1 
一 一， 一 一 一 DR SR, ra 
Dr A a ” 


1 . 1 . 
NS, Ot, hn 
Vo VA 


我 们 的 核 没有 共 他 特征 卫 数 ， 因 为 指出 的 良 数 成 为 完整 系 "TIT; 1551。 当 
下 六 1 时 特征 慎 4 对 应 十 两 个 特征 孙 数 。 信 如 |, 上 61= 贡 而 其 余 航 c 不 等 于 


零 , 则 在 特征 卫 数 系 中 消失 了 两 个 函数 :一 coss 及 -7-sins， 核 就 不 再 吕 


完全 的 了 。 
在 甘于 系数 ss 的 性 八 假 设 下 , 级 数 并 44) 太 这 情况 有 形式 : 


到 ca 十 SO 下 sinks sn) = 地 09 十 2 eo eoskts—1), 
=: 5=1 


亦 即 这 是 请 数 wf 一 们 多 窜 转 培 弘 数 。 在 一 般 铺 况 ， 不 能 骨 定 它 是 收 敦 的 ， 
但 如 果 写 里 埃 系 数 co; 满 中 条 件 cz 字 让 则 以 者 色 定理 立即 排出 它 是 绝 条 且 一 
吾 收 鳅 , 并且 绽 出 wt 一 如 。 芝 在 系数 上 中 全 有限 个 是 让 的 或 贫 的 ， 也 少 树 
同 的 结论 。 

了， 依 粳 于 参数 的 核 ”在 机 分 方程 理论 的 驾 述 中 所 引信 揭 套数 4 只 是 
洁 虑 作为 峻 的 国 子 来 考 虚 的 。 在 [ 牺 ] 中 我 们 甸 考 峙 有 有 核 吾 (8， 上 4 的 积分 
方程 , 而 这 个 核 是 参数 的 解析 ! 半 纯 }) 明 数 。 

在 考 蹇 具有 和 湖 数 4 的 解析 汤 数 章 楼 的 积分 方程 时 , 我 们 质 碍 到 前 规 和 涩 将 
与 以 前 银 述 的 一 般 理 认 中 的 规律 有 重大 的 出 人 。 帮 为 最 简单 的 例子 我们 考 
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三 这 样 的 卉 次 方程 , 它 的 梳 是 和 的 一 次 多 项 式 : 

oH = [KG dD +E G, DA A, 
其 中 Elsy D =0(s)p(D; Els =0(3p(), 
县 : [te@) yas =1; pt)r Cs) ds=0o 


不 难 哈 谣 写 出 徇 齐 次 方程 对 于 人 在 何 有 和解 : 
PB} pts) To (el ho 
更 在 考察 一 般 情 于 ; 核 五 各 三 为 满 足下 面 的 条 任 : (1) 当 (8, 站 属于 正 
志 形 加 此 和 在 复 亦 数 和 平面 上 其 区 琅 BB 内 了 时) 五 (st 和 是 $y 4 的 如 粮 
画 数 并 2 对 本 在 提 汉 的 正方 形 内 的 一 即 各 站 ;区 (83 和 是 于 的 内 部 的 正 
则 餐 孝 。 
在 积分 续 宙 3 入 补 蔓 套数 +, 我 们 号 积分 方程 : 


Pls) =f (3) +n 下 1; NPR 


我 们 可 以 军 复 [5] 及 [? 1 的 一 切 计 论 ; 而 将 这 儿 级 的 公式 中 的 入 生 以 
ze 于 是 ;我 们 导出 注 程 的 畦 述 : 


Risy ti = 2 


这 分 式 中 的 分 于 及 分 时 部 是 关于 流 数 4 的 辆 圾 烙 ; 且 这 些 灯 数 的 对 数 都 是 召 
的 准 部 的 正则 酌 数 。 交 > 售 在 在 何 闭 区 域 及 由; 而 .在 吾 的 到 玫 ; 则 提 到 
且 航 煞 对 十 任何 “关于 1 帮 对 且 一 致 收 租 [7 ] ,国之 这 此 规 丈 绝 和 在 吾 的 内 
邦 航 是 > 的 正则 画 数 -III5; 1 。 合 “= 1 得 到 方程 : 


(214) . 9 全 一 了 的 二 | A 


这 时 有 十 种 可 能 请 况 : (17 在 正 的 内 部 为 正 册 的 丁 数 刀 人 2; 了) 不 怪 等 于 震 ; 
《2 DDG; 1 二 。 在 第 一 种 博 沈 ,对 于 :所 间 上 了 和 站 的 苞 点 的 一 切 太太 程 
《214) 有 解 核 : 


名 有 了 
了 1 


且 在 售 于 吾 的 内 部 的 企 何 灌区 战 世 内 只 含有 有 限 个 这 样 零点 。 措 希 ， 解 梳 
满足 太 程 : 


Rj 全 tA} 一 


1 过 第 -- 章 ” 积 代 方程 


站 
Ritss ti 一 下 (3y tt} 和 十 | Esy ts A Rts 4} etsy 
时 
《2157 
b 
Risyt} 一 下 人 让 + | Eltiy t} 2 Btss 有 于) 人 
刁 


且 若 %* 不 基 如 3; 妃 的 哗 点 ;天 对 于 任何 产 ( 汪 考 程 吕 1 请 有 了 旱 一 解 : 
再 全] = Cs) + 怠 [sy ti A Fiat, 


和 一 和 是 了 0 忆 的 等 点 ， 提 灾 即 摧 出 整 图 数 避 (thoi 内 有 等 点 上 = 
入 从 [各 ] 中 的 项 果 推 直 , 齐 次 方 释 


2116) 全 -| Rlss t) 2 pt a 


在 》=ae 时 有 不 为 党 的 解 。 从 而 附带 推 昌 和 = 是 肪 人) 在 科 交 极点 。 事 实 
上 ; 宪 禄 度 博大 ,对 于 人 尾行 改 ; 电解 核 妃 Gy 二 和 在 点 :一 mo 是 正 晤 的 吧 满 足 
专程 (315)。 因 方程 (&15) 对 二 接近 2 的- 一些 和 值 成 立 , 故 可 读 这 些 % 值 达 楼 
趟 过 于 点 =》 就 不 难 赎 征 这 事 。 但 如 果 在 2%= 6 时 方程 (315) 成 站, 从而; 
方程 214) 对 于 任何 .f(s) 有 陵 一 解 [ 6], 且 因 之 齐 次 方程 {216) 只 有 零 解 。 在 
五 人 =0 的 傅 况 对 于 全 在 的 认 部 的 任何 ;方程 (216) 都 显然 有 解 ， 且 非 
济 次 方程 (214) 不 是 对 于 任 舍 自 由 项 都 可 解 的 。 

从 前 面 的 半 论 扒 知 , 在 关于 核 下 (9 5 %) 所 作 的 息 设 下 且 DG; 妇 半 0 
对 ,特征 值 在 号 的 下部 流 有 裕 限 点 ; 亦 岂 在 会 于 8B 约 内 部 的 在 何 阳 区 域名 内 
具有 痛 限 个 特征 慎 。 洛 民粹 棺 和 的 正则 怀 ; 我 俏 设 它 可 有 不 依 粮 和 十 s 及 t 的 栋 
点 ; 则 在 本 一 个 这 样 极点 的 任何 小 卷 起 内 可 以 找到 舌 窍 个 特征 慎 。 例 如 , 车 
具有 连 糖 对 称 被 的 方程 


p= f+ ECs, onat 


有 无 汰 多 个 特征 值 xry? 则 a1 十 *, 园 而 在 有 极点 %*=9 的 核 区 i ty 和) 的 
方程 


9 (8 =f (5) +i 上 Ess Ootiat 
里 ,特征 值 454 在 ao 肛 趋 六 二 0) 。 
但 可 长 生 这 样 事情 , 对 了 有 极点 的 核 的 解 核 翰 本 没有 奇 点 。 例 如 , 中 


RB ;如 是 具有 对 称 核 的 某 积 分 方程 的 评 核 。 我 们 知道 , 人 尼 是 X 的 乎 项 画 
获 , 亿 的 极点 不 依 惯 于 s 及 1。 作 积分 方 各 : 
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Ta 一 了 fs 一 :| Ress; 六 人 
它 具 有 核 RGst;) 生 参数 4= 一 入 。 市 于 在 [] 中 所 襄 的 ;这 方程 的 解 核 等 
于 : 
Rigsy ty +a | = Ry ti = , 
因 击 它 和 不依 井村 2。 
具有 解析 地 依 棚 于 元 数 的 枝 的 方程 , 已 有 一 些 著 作 了 予以 硫 综 ， 特 别 龟 于 
玉 刘 各 论 变 中 : 米 世 达 纺 ireolo Matem. di Paierno ty 808,193 ,; 盆 猪 里带 
(Mathern, Annal., Bd, 117,1939) 及 3. H. 哈里 洛 夫 (苏联 科学 院 报告 ，r. 54， 
1946 。 在 这 些 论 交 中 也 指 出 了 这 上 肝 题 的 参考 文献 。 


35、， 连 种 夯 数 空间 ”其 后 ,我 们 转 到 定理 工 及 I 的 走 明 ,这 些 
定理 便 在 [81] 及 [9 中 您 殉 及 在 具有 对 称 核 的 积分 方程 理 葵 的 叙 
述 时 利用 过 旋 们 。 在 这 些 定 再 的 证 明 时 我 们 要 利用 现代 省 夯 分析 
中 的 思想 ,概念 及 符号 。 在 父 五 中 我 们 特 详 彰 地 仿 还 相应 的 材料 ， 
而 现在 只 限于 氢 述 与 速 粮 画 数 有 关 的 那些 部 份 。 这 是 因为 我 们 所 
讲 的 积分 方程 的 公 部 理 诅 都 是 对 达 炉 画 数 来 庄 的 并 且 只 若 于 导 常 
的 积分 概念 (不 用 苦 具 烙 积 分)。 我 们 开始 急 述 泛 画 分 析 中 关于 连 
贸 醒 数 类 或 所 请 连 粮 西数 空间 的 基础 屋 念 和 竺 困 。 

考虑 一 切实 醒 数 的 集合, 它们 在 已 类 有 限 区 疗 fe,5] 上 都 是 连 
炉 的 。 这 个 集合 叶 做 户 空 间 。 任何 在 [4s, 站 上 连 各 的 一 个 糖 定 的 
实 画 数 时 做 这 空间 的 元 素 。 以 后 将 用 未 瑟 几 个 希 脐 字 母 来 放 这 些 
元 素 ,更 简单 地 才 , 也 就 是 , 代 硒 og G8) ，rfs)，9(8)， 晶 (5)，… 晨 只 
号 为 nc， r， 9 由 …。 恒 等 于 圭 的 南 数 电 做 零 元 素 。 这 种 西数 我 
全 将 用 数 专 来 刀 , 震 将 以 开头 几 个 拉 了 于 字 际 es。 pc … 来 记 实 数 。 
苦 p(s8) 是 过 糖 实 画 数 吧 5 是 实数 , 得 合 有 陂 项 的 和 opi(3) 十 
+ tap (8) Ti on pn (8) 也 是 连 第 实测 数 。 雪 而 ， 空 池 五 的 元 素 可 
乘 以 实数 旦 相 加 , 并 且 圭 果 仿 然 得 消 五 的 元 素 。 闻 中 一 些 元 素 的 
线 任 无关 性 归咎 到 所 对 应 醒 数 的 缆 性 天 关 性 [8 ]。 元 未 (一 9p) 对 
应 于 画 数 -pks)e 
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二 个 元 素 的 夷 积 的 积分 叫 作 宅 们 的 纯 量 各， 县 引 用 对 于 纯 熏 
税 的 通常 记号 : ™ 


(217) CIO NAOLIOFE 


于 是 , 二 元 紊 的 召 量 积 是 一 个 数 。 从 积分 的 初等 性 质 站 部 可 推出 
纯 量 积 的 下 面 性 质 : 


《2T81) (eo, 加 站 =od{p, Wh); 
(218,) (Pit arit a) 一 【Pa 出 让) 十 
+ pa pt (pis hs) + pz 册 
疆 寻 ,显然 地 ， 
(219) (P,P = CV, p)o 
其 次 : 
看 
(220) (9,9)=| [p(s)]1as, 


幅 可 揭 ， (9, ~) 0， 着 日 等 号 仅 对 于 宕 元 壳 成 立 。 

(9 ,FP) 的 村 方 根 的 算术 值 叶 侈 元 素 5 的 范 数 。 对 于 范 数 芝 用 
本 号 |p|: 
(221) lol= V0 = | tp) 1g。 


我 们 有 4910, 并 且 等 号 仅 对 二 零 元 浅 成 立 。 其 次 ,从 (2181) 当 
c=4 及 由 一 yp 时 得 出 : 


(222) lew = lel :|p], 
应 用 布 里 强 柯 夫 斯 菇 不 等 式 镜 积分 (217) ,得 : 
(228) [ws [pb 
从 {221) 得 出 : 
(224) | 网 一 2 一 | 一 罗 | 。 


其 次 ,由 于 (2182) 及 (219) ,有 : 
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| 二! 二 (gp 二 由 ,9 二 由) 二 (9， 四 二 他 | 从 二 2(gy 内 所 
<=|g|+t yl +2 lel |， 
从 而 得 到 三 角 不 等 式 : | 
{226) [oth |p t+ [wl|, 


若 雨 元 素 2 及 由 的 纯 量 积 等 二 需 , 旭 调 这 十 元 素 相 互 正 变 或 
简称 正 艾 。 蔽 元 素 灿 :) En 是 南 雨 正 诡 的 。 利用 (218s) 及 
《221) 的 定义 ,得 到 沸 达 时 拉 斯 定 现 : 
《226 时 二 本寺 二 于 二 | 本 十 | 号 振 二 十 | 

利用 范 数 的 概念 ， 引 再 栋 限 娄 念 。 若 当 于 标 部 泡 慑 增 大 时 ， 
fg 一 gx 一 0, 或 摸 各 话 设 , 葵 |w 一 gj” 0 如 把 多 是 做 元 素 列 or 的 
标 限 。 这 时 号 作 or 一 人 oo 下 与 下 十 : 


(227) [owl =| [p(s) — gs)1?ds—>0 


相对 等 , 亦 即 妆 浇 性 同一 全 吕 定 交 为 芋 殉 收获 性 。 对 于 数 我 们 保 
持 从 前 入 雇 的 记号 : aa 。 不 难 神 明 , 年 均 收 襄 只 可 有 一 个 栋 根 。 
细 实 上 ,二 1 六 及 1 可 下: 
Pp 一 = 
从 而 上 于 (225)， 
tg |g— gl 1p 一 由 | 
. 妆 关 要 限 增加 时 右 端 趋 于 将 ,而 左 映 不依 到 于 m”, 改 
一目 ==0, 亦 即 9 一 史 征 零 元 素 ， 因 之 速 匾 画 数 p(s) 及 由 (8) 恒 
等 的 , 环 即 元 素 Pp 屁 省 重合 。 
还 应 指出 的 是 , 阁 序 列 2 和 种 恨 ， 则 当 避 及 nn 手 限 十 加 时 
[wm 一 ga 一 0。 带 实 上 ,从 公式 : 
Pn a= ppp (psp) 
得 出 : oa 一 六 | 六 pm 一 多 | 十 | 天 一 外， 
且 当 总 受 症 扰 限 垣 如 时 右 端 趋 于 车。 现在 让 明定 理 
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定理 一 ”表示 式 op ,十 上 及 人 9; 汪 ) 连 炉 地 裁 节 丁 娄 5 发 大 
泰 记 和 由 栗 印 , 若 C30， ps 之 和 及 坊 四 ， 其 
二 出 显明 的 等 式 
5 外 一 部 = (Op Cap) + (Cn 和 — Crna) 
再 应 用 三 角 不 等 式 到 右 端 的 和 
|eg 一 记名 cme [pitlel: p— gul, 
类 而 推 由 6pn 守 cp 。 | 
其 次 有 : 
(p+ — prt} = Pp— gt ), 
从而 
Fp) — pst lp palt | of, 
国之 ， 
| 十 虽 一 (on 十 网 一 0， 亦 妆 十 由 全 六 十 友 。 
最 后 情 到 放量 积 连 镇 性 的 证 明 。 需要 证 明 的 是 (pw 几 ) 一 
Cp, 中)。 我 位 写 一 , 周 为 此 处 极限 的 和 过程 不 是 对 于 所 的 元 过 ,而 是 
对 于 数 的 。 全 :gw 一 9 一 ou 及 加 一 史 一 mm 。 周 2 人 0 及 内地 由 故 
范 数 |z,| 受 范 数 | x, 赵 于 零 。 
我 们 有 
(CPI — Par = Cp 一 【十 看 二 了 一 
一 一 《237To) — (Tn) — (on Te), 
从 而 ,由 于 (228): 
[Cg pn peli+t loeb plo: af。 
当 交 髓 服 司 加 时 右 映 赵 于 替 , 因 之 ;ps 站)->(p; 中 。 
推 痊 营 px>p; 基 | gol>1p|。 事 实 上 ,有 : 
eal = ~ pny pn) > (Pp, p) = ip|, 
裔 元 陛 ptf 二 1,2,… ,hn) 是 十 抽 正 交 量 标准 的 , 亦 邵 
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0, 当 p¥g 时 ; 
《228) (pr DT Dh 


且 谱 vw 是 六 的 性 演 元 素 。 和 和 
pa {PP WI) Pr 

凡是 玉 中 的 元 素 . 日 币 是 诡 潍 p 甘 证 元康 于 一 2 n) 的 富 
里 埃 规 数 。 这 时 容易 驴 就 下 而 的 差 
(229) p— Dp, op 
与 所 有 px 二 2) 正人 深 。 

还 要 指出 的 是 , 落 画 数 到 cf 在 [ay 上 一 致 收 仇 于 {a) ， 
居 荐 积分 1227) 内 可 在 积分 号 下 取 极 限 ， 因 而 我 们 有 ,一 汪 驯 ， 
反之 ;从 二 ,不 能 推出 oa) 一 致 收 误 于 ofs) [ 套 考 TI; 1481, 

空间 玉 芍 建立 与 在 加 性 代数 中 空间 RB, 的 建立 十 分 相 个 的 。 
此 外 我 簿 仅 限于 实 丙 数 。 没有 和 全 么 角 难 就 可 推广 到 和 揽 画 数 , 述 蛙 


时 将 其 出 这 全 推广 。 
有 了 自己 中 的 极限 的 定义 ,自然 也 可 考察 无 穷 级 数 


2 几 ， 
其 中 类 是 六 中 的 元 小 。 若 当 铝 无限 增加 时 
ca 一 p> yw, 
天 训 上 面 写 出 的 航 数 收 仑 且 宅 的 和 是 溃 。 按 有限 这 里 所 说 的 ,我们 
世 可 少 察 窜 里 瞩 航 窍 家 数 : 
> (gp, Px) pro 


但 后 面 我 们 汕 有 用 到 它 。 
上 而 定义 的 般 数 的 欢 化 糙 是 平均 收复 性 , 水 序 , 舌 穷 报 数 


TS 入 一 童 积分 各 


总 由, 收藏 于 站 应 当 了 解 为 


{| wy0。 
四 k=1 


36: 灵性 算 子 ”按照 任何 的 确定 规 表 ,从 六 中 的 任意 元 寻 p 
对 应 一 个 也 在 六 中 的 确定 元 过 ,如 秘 这 样 规律 为 在 总 中 的 算 子 。 
对 于 第 子 引用 二 号 ,了 ,… ,于是 和 罕 恕 4p， Bp yw- 记 夫 样 元 缮 , 
们 量 用 算 巴 如 ，B.… 对 应 于 元 素 ww 的 元 沫 。 

扣 于 的 外 半 性 上 日 下 刘 公 趟 定义 ; 
(230) 人 Aap de 二 opm) = cg 二 cody 二 

二 em 

知 存 在 这 样 的 数 交 ,局 对 于 作 何 元 大 2 有 不 等 式 : 
(231) lA Ng, 
则 称 44 为 有 界 算 子 。 
核 的 积分 算 子 可 作为 线性 算 子 的 例子 : 
(282) Ay = [ Kls, ott ae, 


从 积分 的 官 等 性 袖 显 出 分 配 性 ,而 有 异性 即 得 要 布 里 亚 柯 赤 斯 基 
不 等 式 : 


(fxs, Do ~ EEG, Dsa. f rola, 
若 其 中 右 搓 第 一 个 因子 对 汗 任 何 不 大 工 某 确定 数 : 
| EK (8, 1 12dt < Ni, 
而 这 对 于 束 熏 核 及 贡 极 性 核 呈 丰 立 的 。 将 不 等 式 : 
| EG, Do <N| [eC Ja 
的 南端 对 8 积分 ,得 : 
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Apl ?8—0) Nil pl, 

一 V6 一 0) NN 就 是 不 等 式 {281)。 

蔡 对 应 人 往 何 连 炳 责 数 的 还 是 这 个 江 数 , 那 未 这 种 算 子 也 是 线 
性 算 子 的 例子 。 用 通常 记 恒 等 变换 的 性 号 8 来 记 这 样 算 子 , 就 是 
G9 一 9。 对 于 这 个 算 子 在 公式 (331) 中 可 取 入 二 1。 

还 肯 儿 经 性 算 子 4 它 将 任何 元 素 9 变 为 乘 以 某 定 数 x: 亦 妇 
.49 一 ayg 。 在 这 酝 况 在 公式 (283]) 中 可 肥 交 一 je。 若 上 =0, 莽 算 
子 志 变 任何 元 类 9 为 零 元 素 , 羡 即将 任何 医 数 p(s) 乘 以 替 。 这 个 
算 子 将由 敌 浓 去 算 子 。 消去 算 子 的 特征 是 有 这 样 一 件 事实 : 在 到 
式 (231) 中 浆 一 0 事实 上 , 游 丰 =0, 到 人 反 (281) 推 知 , 对 于 任何 
多 ,| 上 4gj 一 0,， 亦 郎 对 于 任何 p，4p 是 零 元 素 , 因为 只 在 网 元 素 时 
范 数 等 于 雾 。 于 是 , 对 于 不 同 于 消 内 算 子 的 任何 其 他 算 子 ,在 公式 
《328 了 中 疼 必 是 正 数 。 

以 后 我 们 只 讨论 线性 算 子 , 且 识 到 算 子 时 经 常 指 的 厂 性 算 子 。 

若 台 是 替 元 素 [ 亦 即 wm(8) 寺 0] ,加 可 号 =0p, 其 中 j 蚌 任意 
元 素 , 从 而 , 由 于 (230), Aw 二 A108) =049 一 叫 ， 亦 部 任何 算 子 变 
霸 元 来 浆 示 元 沫 。 

回 到 不 等 式 (231)。 洲 o 是 老 元 过 , 芭 do 也 是 等 元 素 ; 闲 部 
doi = of 一 0。 这 时 人 31) 对 于 任意 选择 的 交 者 是 正确 的 。 

于 是 , 在 考察 (281) 时 可 以 认为 上 ol>0。 雇 9 是 约 准 元 率 ， 
亦 郎 og 儿 =I。 这 时 (231) 可 写作 如 下 形式 : 

(238) [4pl<N: (y=D), 

不 难看 出 ,从 {288) 扒 得 (231), 反之 也是 一 样 。 事 实 上 , 费 p 是 任 
次 元 素 , 日 不 同 于 雳 元 素 。 这 时 ,由 于 (229) ,TT 9 是 标准 元 素 ， 
且 公式 (288) 雏 出 


[Js 
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从 丽 , 岂 于 (12850) 

| 加 1 1dgl = 或 1 p11 Nigl， 

亦 朗 从 (2833) 确实 推出 (281)。 于 是 ,可 考 疼 (233) 来 代替 (281T) , 反 
之 也 是 一 样 。 

若 (291) [三 (288)1 对 于 某 玉 实现 , 刚 它 对 于 - 切 大 于 玉 的 人 
更 加 实 更。 自然 我 个 要 寻求 可 能 小 的 逢 交 。 

若 2 是 五 中 任何 标准 元 素 ,其 4p 将 是 非 自 数 的 混合 , 目 这 
集会 中 的 一 饥 数 不 大 于 六 。 这 集合 有 上 于 诡 界 [I; 秽 ] ,我 们 将 下 ma 
末 记 这 个 上 确 界 : 

(284) ma supi dl。 


这 时 ,按照 上 确 界 的 定义 ,在 1 p=i 时 148 所 wa, 但 对 于 任何 正 


数 已 3 存在 这 样 标 叭 元 素 Ps 使 Aw | -只 Eo 因 论 ;Ya 是 在 公式 
(231) 及 L283) 中 的 可 能 信访 中 的 景 小 值 : 


-4p | 志 玉 ,或 


(238) 49i 二 my (gl =D 
或 
(236) Helsnalgl。 


代替 公式 .234) 4 我们 最 然 可 由 下 列 公 式 确定 ta: 
(287) ni = HUP- 0? P | —gup |4 (ror P ) |， 


其 中 是 任何 异 于 雪 的 元 素 。 
数 x 通常 称 作 算 子 4 的 范 数 。 涌 去 第 子 的 这 个 范 数 等 于 寺 ， 
而 性 何 其 他 算 子 的 这 个 范 数 是 术 数 , 效 是 前 面 已 未 可 以 看 到 的 。 
我 个 脆 若 范 数 以 另 一 定义 。 、 
定型 二 ” 范 数 ?4 基 当 【2 二 中 二 了 肝 人 de 加 | 的 上 确 模 ， 
区 部 
(238) ns=anp| C49; 各 |, 当 Jg| 一 [由 =1 时 。 
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者 4 是 消去 算 子 ， 则 对 于 任何 9 及 出 , 《A498; 册 ) 一 0, 因 而 定理 
是 显然 破 立 的 ; 因为 在 这 情况 ,ns =0。 设 4 不 是 消去 算 子 。 从 不 
等 式 : 


(239) [CAp th} Ag na gl | 
由 此 得 出 
{240) | CAdp ,th) | Rm), 当 | 2| 一 | 中 = 工时 。 


另 一 方面 , 若 在 闽 量 积 (4p, 峭 ) 中 , 代替 小 以 标准 元 素 
Te 49， 其 中 4p 不 是 雳 元 索 , 色 得 (dp, 办 一 14gp|。 由 于 
[23 全 可 能 选取 这 样 标准 元 罕 , 使 149| 亦 即 |(4p ,内 上 任意 接近 
于 ms。 这 个 断背 与 (240) 一 起 就 稚 出 (238)。 应 注意 的 是 , 在 积分 
算 子 (282) 的 情况 ,条 量 积 (4p， 内 由 下 列 企 式 表达 : 


(4 内 一 | [| Es, doe] be) ds, 

挛 换 积分 灵 序 ,这 对 于 秋 秆 被 或 对 极 性 枝 是 可 能 的 ,得 : 
a) Cap {| Kl, pas]o Cos 
车 与 算 子 :282) 同 时 引 久 具有 转达 核 的 算 于 4: 


(242) 4 由 一 | Es, Ds, 
如 公式 (241) 记 作 形 式 : ” 
(248) CAp, = Cg, A 


在 对 称 核 的 情况 , 算 子 4 与 算 子 4 相同 ， 因而 公式 (248) 这 时 条 
取 形 式 : 


(244) {Ap, 4) =(p, AV)。 
定义 “ 若 对 于 任何 坪 去 索 多 及 风 (244) 成 立 ， 旭 算 子 4 移 为 
自 共 辊 的 。 


不 仅 具有 对 称 核 的 积分 算 子 是 自 共 暂 的 。 例 如 ,容易 骏 竹 ,和 
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一 -一 


以 数 的 算 了 也 是 自 共 王 的 。 现 在 是 明 对 坟 后 很 重要 的 定理 : 
定理 三 ”和 扯 共 齐 算 子 的 范 数 是 10423 .2 车 于 二 芭 -好 可 能 标准 
元 素 于 所 到 数 估 的 呈请 界 。 


(245) d=sup| (CAP PI |, 


我 们 应 凌 证 明 的 是 ;9=n, 。 若 w 是 尾 何 民 于 雪 的 元 素 , 刚 我 们 也 
可 惟 ; 
2 
从 而 
(246) (Ap, p) 1 <dlp|’, 
对 于 臂 元 素 p 这 关系 式 是 明显 的 。 瑟 出 下 式 ; 
(247) CAtg tH G+ Ap p=4(de,), 
让 式 可 以 应 用 合式 (218,)，(219) ，(280) 及 {244) 到 省 的 左 端 而 得 
到 。 另 一 方 而 ,注意 (246) ,得 : 
| (dtp) pt -ACP oP) gO—4) | 
<|(AdAtwgtH) p+ I+ (Ato oD ,8—P)| < 
ay tT Oo 
=2dC 大 十 人 人， 


从 而 ,由 于 (247) : 
(248) 2 (49,1 <allp[s+ HY), 
因 之 ， Hdg ,| < lol=y|=1 时 。 


上 俱 男 一 方面 ,由 于 定理 二 , nx 是 最 后 不 等 式 的 左 映 的 上 确 界 ， 
因 责 4 ma 。 为 了 定理 的 守明 ,余下 要 证 有 明 的 是 ,dd 专 mio 

被 腿 (288) ,我 个 有 : 当 |p= 工 时 1dp, gp) | 二 mm 6 但 由 于 定 
头 (%46)Q 是 这 不 等 式 的 左 况 当 19 = 时 的 上 确 界 , 从 而 世 推 内 
dmao。 因此 对 于 自 共 诡 算 子 : 
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{ig 了 名 ) | 
Ea 
数值 (4r， 内 及 (49 与 禄 性 代数 中 的 双 炎 性 型 及 二 次 型 
相 代 [IIIi; 人 答 ]。 宕 候 有 时 世 称 海 对 应 于 算 子 4 的 双 强 性 江 画 及 
二 次 江面 。 我 个 相 仙人 中 全 对 于 具有 对称 核 的 积分 算 子 对 论 过 东 
些 值 。 对 于 积分 算 子 4282) 一 次 证 而 肌 形 式 : 


(250) Cap,9)=| | KG, Dwts) pl)dsd, 


并 上 昌 在 加 辕 以 或 英 极 性 核 的 情况 右 端 积 从 的 次 序 是 可 久 交 多 的 。 

基本 定理 的 证 明 与 二 葡 证 画 (250) 的 极 值 的 讨 玲 有 联系 。 

利用 定理 工 及 IT, 我们 合 在 [26] 中 建立 这 种 观点 。 此 处 我 们 
将 直接 讨论 这 些 梭 值 , 而 不 人 异动 于 前 面 叙 述 的 有 对 称 核 的 积分 方 
程 理 旗 的 辕 果 。 我 们 可 以 只 对 于 某 类 线性 自 共 垢 算 子 来 得 到 定 
理 1 及 本 的 证 明 , 措 儿 就 要 量 独 若 察 这 一 类 午 性 算 子 。 

首先 我 们 注意 任何 矿 性 算 子 的 一 个 性 尹 。 宜 gs 字 9，, 亦 仓 
jg 一 gs 一 0。 我 们 者 : 

[Ap~Apsj=| A(g— pa) | nlp — yd， 

因 之 , 1 49 一 4941 一 6, 亦 妆 Ap; 一 汪 4wp。 因此 , 从 gps 二 记 g, 排 
出 4pn= 4p， 亦 朗 任何 矿 性 算 子 是 巡 秆 的 。 

现在 引入 某 些 新 多 念 。 击 避 是 元 素 p 的 集合 。 若 存在 这 样 的 。 
数 口 ,使 对 于 人 G 中 -一切 元 素 mp, 有 : 
(251) lpl=Y | tv (la <o， 
盎 信 称 作 美 于 范 数 有 界 的 ,或 简称 为 有 界 的 。 其 次 ,车 从 层 于 全 的 . 
性 何 元 素 序列 可 进出 有 平均 妆 煞 音义 的 极限 的 子 序列 , 如上 9 称 作 
在 和 平均 收 雍 次 义 下 的 致密 俯 合 ,或 简称 为 改 密 集合 。 

与 关于 范 数 有 界 的 集合 同时 也 可 考虑 元 匡 gp 的 策 各 好 , 它 是 


(249) maeup, (Ap, p) | 一 sup 


| 


了 中 菜 一 齐 ”泰和 邢 方 经 
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节 画 数 ps) 的 息 鸡 值 不 大 于 写 ) 亦 部 代 鱼 (251 以 
(3590) ip{s)| EO。 

完 企 相 类 似 多 , 背 从 属于 如 约 汪 证 代 素 这 烈 可 选 册 有 一 致 收 
化 意 义 的 概 限 的 于 序列 ， 轴 元 嵌 9 的 集合 G 称 作 在 一 - 致 收获 意义 
下 的 致密 和 集 含 。 在 -一致 收 黎 意义 下 的 致密 集合 也 是 在 平均 收 化 总 
义 正 玖 审 的 ,因为 从 -一致 收 北 性 就 推出 平均 收 租 性 。 

在 [19] 中 证 明 指定 理 可 陈述 如 下 面 展 式 : 

定理 ”车 中 -- 切 元 来 满足 条 件 (252) 具 等 度 媚 禹 ; 旭 集合 G 
在 一 致 收 敦 意义 下 是 致密 的 。 

型 在 定义 一 类 苹 泪 算 子 , 它 是 我 们 以 后 将 要 研究 的 。 

定义 ”车 线性 算 子 4 使 任何 关于 范 数 有 界 的 集合 变 为 在 平均 
收敛 意义 下 的 致密 集合 ,天 ,， 旭 4 称 作 公 谴 粮 算 子 。 

换 何 新 说 , 车 元 素 2 将 于 固定 值 满 是 条 件 (2 沪 )， 旧 元 肃 集 
合 4p 应 在 平均 收 襄 音义 下 是 至 密 的 。 

车 发 现 术 合 4p 在 -一致 收 敏和 次 义 下 是 数 害 的 ， 划 宅 更 是 在 下 
均 收 敬意 义 下 的 致密 集 侣 。 具有 这 性 览 的 算 子 称 为 各 强人 至 连同 
的 。 

定义 “车 朱 锋 算 于 4 使 任何 关于 范 数 有 办 的 策 含 变 为 在 一 至 
收敛 意义 下 的 致密 集合 ,好 4 称 作 加 强 全 速 纺 算 子 。 

如 关 才 指出 的 ,任何 加 强 全 速 粮 算 于 也 是 全 未 灶 算 子 。 

在 下 书 中 我 们 将 对 于 任何 全 连续 上 自 共 王 算 子 末 证 明基 本 害 
理 。 但 在 考察 积分 算 子 且 确 定 它 们 是 双 连 粮 算 子 的 系 件 时 , 我 们 
必须 利用 以 前 指出 的 [16] 站 中 的 定理 , 旦 因而 证明 相 岂 的 算 子 是 
加 强 全 加 粮 算 和子。 在 平均 收 化 意义 下 的 致密 性 的 条 件 与 实 变 数 夯 
数 及 勒 具 格 积分 理论 有 联系 , 我 们 将 于 答 五 中 指出 。 在 那里 将 在 
更 广泛 且 更 自然 的 基 帮 上 来 分 述 积 娘 方程 理 葵 。 

37 .特征 秆 的 音 在 性 ”省 察 双 连 神 入 共 瑟 算 子 4( 它 不 同 于 
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消去 筑 子 ) 及 具有 秦 数 只 的 齐 次 方程 : 
(258) AW= 9, 
相当 于 如 下 形式 的 积分 万 程 [ 驼 考 人 1; 


(254) [Ec DoDat= p(s) 


这 样 一 来 ;方程 (253) 的 特征 值 就 是 在 积分 方 牌 理 徐 的 叙述 中 
所 谈 汉 的 特征 值 的 倒数 。 由 于 (249) ,存在 这 样 标准 元 素 殉 如 人 = 
一 ,2，……), 悟 
(255) | (wa {wl =D, 
因为 m0 ( 因 了 4 不 是 消去 算 子 ) , 当 % 天 分 大 有 时, (4,, 几 ) 不 等 
于 圭 , 因 而 在 它们 中 间或 者 有 优 宅 多 个 正 数 或 者 有 艇 穷 多 个 角 数 ， 
或 者 既 有 无 穷 多 个 下 数 又 有 无 当 务 个 鱼 数 。 在 任何 情况 从 元 素 列 
由, 可 选取 这 样子 序列 ,车 保持 原来 的 下 标 , 就 可 写 ; 


(256) A, Pa) > 
其 中 . 
{257) M1 
玻 
(258) Hi ae 
作 元 素 : 、 
(259) 本 
且 确 定 它 的 范 数 的 平方 ; 
《260) | 下 二 CR 一 4 一 同一 


一 AN 一 22014041 十 (0 
或 ,注音 到 | 风 1 一 1 及 AV 所 = 
C261) [ra < 2m TH1— CA hn) 
由 于 (256), 当 %->co 时 右 问 趋 于 零 , 内 此 也 有 [5,1->0, 亦 邵 
(262) fn ~ AV. 0 。 


i126 带 一 草 ” 和 异 方 程 


到 现在 为 正 , 我 们 没有 用 到 4 是 公 东 入 介 所 这 个 事实 。 此 列 
就 要 用 利和。 

元 素 四 斌 然 是 标准 的 , 破 它 们 的 集合 是 有 界 的 , 因而 序列 
4 由, 是 狼 密 的 、 从 这 序 到 可 选取 有 要 用 元 素 的 子 序 刘 。 若 保 持原 
紊 的 下 标 , 朗 可 姜 为 序列 Aw, 有 极限 元 素 。 可 是 在 这 样 情况 从 
(262) 就 推出 序列 由, 也 有 和 杯 限 元 素 Cr 王 0)。， 衣 山地 pi。 极限 元 
素 gz 也 和 由. 一样 是 标准 的 ,这 可 以 [3 后 定理 一 得 知 。 在 (262) 中 
取 极 限 , 且 注意 到 算 子 4 的 速 知性 ,得 jp 一 4g1 = 二 90, 亦 即 
(268) Api= ip 
这 样 一 淋 ， 方程 353) 有 特征 值 wa 反对 应 标准 特征 元 率 pi。 从 
2687 推出: 
(264) (Ap1, P10) = Hi 0 

过 .上 面 的 讨论 引出 下 面 的 特征 值 存在 定理 : 

定理 1 若 .4 是 在 空 出 忆 中 的 至 束 午 自 共 焉 算 子 ， 且 不 叱 洽 
去 算 子 ; 则 方程 4253) 有 未 等 于 零 的 特征 值 jw, 它 的 罗 对 值 等 于 
只 4 > 

38. 特征 值 列 及 展开 定理 ”现在 不 考察 一 切 连 和 碎 丽 数 的 第 合 
了 而 来 狂笑 集合 二 > 它 的 元 素 9 与 91 正 交 ( 我 们 设 二 = 站 , 亦 即 
考察 部 些 立 连 各 画 数 p (s) 的 集合 , 它 满足 条 件 


(265) (9,00) —| p68) ps)ds=0。 


我 们 措 由 关于 Ff; 的 一 个 重要 事实 。 如 果 作 郊 。 中 的 元 过 的 苇 性 组 
合 , 竺 果 仍 旧 得 到 Fs 中 的 元 素 。 事 实 上 , 游 (@1， 1) 一 (os， P12) 一 
二 0, 刚 也 有 
(eroa 十 eaosygi) = 0 Pp1) Tea (wo, p11) =0, 
其 次 若 or 局 于 天 2，] or 地 w0, 央 wo 也 昼 于 Fs。 事实 上 ， 
从 《cry 9 一 0 取 极 限 得 (oo, pl) =0 。 还 要 证 明 , 若 元 素 + 属于 
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。, 草 4r 也 用 于 本 。 事 实 上 ,按照 条 件 (r;pi) 一 0, 我 们 也有 : 
(Ar, pi) = (Tt, Agp1) 一 (T, Mp) = {rT, PE =0, 
这 样 一 来 , 我 们 可 把 算 子 4 下 作 吓 确定 在 上 的 自 共 二 全 速 续 
算 手 。 宪 使 Fs 中 的 元 素 仍 旧 变 为 5 中 的 元 素 。 在 [35] , [86] 及 
[3 寞 各 段 中 的 一 切 讨论 以 可 代 上 奉 六 时 都 保持 有 效 。 
发 生 了 对 于 自 子 并 在 了 中 的 范 数 的 问题 。 我 们 用 vs 素 寻 这 
个 范 数 (v1 = ) a . 
按照 16] 中 的 定理 三 ,这 个 范 数 确 定 如 : 


(266) va—Sup| (Ap, p) |。 
19l=1 


在 较 广 证 空间 雹 中 , 馈 一 算 子 的 范 数 nw 由 相 亿 的 奴 式 (949) 
确定 的 ,其 中 9 不 是 取 自 Fs 侧 是 取 自 六 的 。 这 样 一 来 ,vs 是 较 菊 
小 的 数 第 合 的 上 确 惟 , 央 之 可 肯定 » 专 m4。 在 特 帮 情况 ,可 能 出 现 
ya 一 0 亦 即 可 能 出 现 4 是 在 上; 中 的 消去 算 子 。 假 衣 没有 这 种 情 
形 。 重 复 [37j 中 的 讨论 ,我 们 相 供 ,如 把 方程 (238) 看 作 蚌 在 Fs 中 
的 方程 ， 这 时 它 有 特征 储 2， 也 对 应 于 训 ; 中 的 特征 标准 元 素 ws; 
gps 一 Aspa 。 这 时 | Hz| =x 且 (4gs， VB 二 Lao 从 vo 所 na 得 到 
[1 守 | 52|。 

入 在 信 岂 的 中 网 元 素 集 合 F's, 它 的 元 素 满 足 两 条 件 : 

(267) (Py P1) = Pp, Ha) 一 0 。 
关于 Fs 可 如 前 面 关 于 六 ;于 样 作 相 辣 的 入 定 ， 于 是 可 把 4 小 作 吓 
确定 在 中 的 自 其 幅 们 束 粮 算 子 。 若 这 不 是 消去 算 子 ; 凤 如 前 面 
一 样 得 到 特征 值 ws 及 A 中 的 标准 特征 元 素 os 。 这 财 Mal 一 28 
中 中 是 在 请 s 中 的 算 子 4 后 污 数 。 这 时 | | 宇 | ws | 这 | ys |。 

照 这 样 胆 炸 进 行 ,得 天 特征 和 值 ra， as pp 及 对 应 的 十 队 正 

奖 日 标准 的 元 索 pi1, 8:，…， 9;, 且 


{268 aa 之 
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而 ;pr | 是 在 了 中 的 算 子 4 的 范 数 ,于 是 ,车 
(Pp, PD)= CP pe) = = PP: Ph 起 一 0 

刘 | 有 
(269) | (Ap pelel! 

假 武 在 酸 造 立 一 个 特征 值 时 , 主 面 的 廊 法 不 能 稳 入 进 行 ,也 就 
是 在 由 条 件 
(270) (Pp PD = PP) = = (pp) = 
确定 的 集合 Pi 中, 算 子 4 是 消 去 算 子 。 

识 2 是 三 中 任何 元 索 。 作 满嘴 荣 件 (270) 的 下 面 一 个 元 素 ; 


(271) 9=0— Dw, i) PEs 
亦 即 这 元 素 必 于 已, 。 照 条 件 我 们 有 : 
Aw Se, pe)p:]=0, 
三 ;展开 括 弧 且 注 意 dp 一 oz 一 1 2 得: 
4 = > > (0, Py) hx 人 ir 


亦 乞 醋 何 形 如 dm 的 元 来 可 关于 特征 先 夫 pr 民 开 。 不 难 验 证 
,gi pw 者 是 元 束 dw 的 锅 里 埃 采 数 : 
(Ao, pe) = (wu, Ap:) = (wy HEP = Ht, Pi)o 

现在 裔 前 面 指 出 构造 不 等 于 霉 的 特征 值 4 的 方法 可 炊 葬 至 
短 穷 次 。 首 先 古 明和 畦 征 值 序 刘 jy 焰 于 侣 。 作 相 议 的 假设 , 圳 不 培 
正 数 列 js 有 大 于 雾 的 概 限 a 。 因 为 一 切 特征 元 素 or 的 范 数 等 于 
1, 居 序列 dp 应 该 是 致密 的 。 另 一 方面 , 注意 wo 是 雨 十 正 交 的 ， 
由 -至 夺 哥 按 斯 定理 ,得 ; 

Apm Ag ?eo ng — nn = pt 2 , 

且 当 Wm 及 nw 狂 限 增加 时 , 最 后 的 和 有 大 于 嘉 的 权限 24, 从 而 得 出 
49* 不 是 致密 的 。. 得 到 的 矛盾 证 明了 6-20。 
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仍旧 考察 但 71) 中 的 元 尝 , 它 其 属于 如。 在 Psy1 中 的 算 子 
十 的 范 数 等 于 jati; 国 之 : 


(272) (oo- SD pp]| <p 
但 ,容易 验证 [31: 
Ep (o, pi)pi | = 
因而 从 《272) 得 出 : 
A( wm— » (o， pi) px) spaj， 
县 当时 右 扩 直 于 等 ,从 而 


4| wm > (0, po pe | 一 4w@ 一 之 | De, 多 RD 


s | 
一 2 PD PE | 二 


于 rp 
oo [le gelol’, 


区 好 
(278) A = BY (oy Pi) ten pn 

并 且 无 沥 般 数 的 收 敏 性 应 该 了 解 为 这 身 数 的 部 众 和 平均 收 但 于 
co 。 


最 后 , 证 明 yx 是 算 子 4 的 所 有 线性 无 关 的 蛙 征 元 素 , 它们 代 
别 与 不 等 于 均 的 特征 值 对 庶 陶 。 
对 刻 半 不 同 特 征 值 的 特征 元 素 是 相互 正 变 的 。 事 实 上 , 堵 
xk" 有 
Ap'=p pp dog" = pp", 
基 从 华 一 方程 作 与 ”的 苍 芋 积 减 去 第 二 方程 与 2 的 姜 量 积 ， 
和 
人 一 由 9 一 
(Ag pg -dp',p") =0} 
亦 邹 (g',g 站 =0。 对 应 于 同一 个 特征 值 的 特征 元 素 可 以 正 变 化 。 


rm 
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于 旺 , 攻 存在 特征 元 素 T, 与 2 是 如 性 钨 关 的 , 卫 融 它 对 应 于 不 等 
于 零 的 特征 什 jw， 卓 可 就 为 这 个 元 素 7 已 一 切 gx 王 诡 [套间 21]， 
亲 好 {fT， gi) 二 0。 

在 公式 127 的 中 分 四 = 及 注 意 4r=Az 得 风 r 一 0 泵 即 二 是 
雳 元 素 (14 关中， 这 时 芝 让 的 , 因为 按照 条 件 * 是 特征 元 袁 。 这 祥 
一 来 ,pr 稿 出 把 性 无 关 的 特征 元 素 完 至 系 ， 定 们 对 应 于 不 等 于 霉 
拘 转 征 值 。 其 式 (278) 若 出 形 如 Ao 的 作 何 元 素 关 于 特征 元 志 or 
的 莱 开 式 。 这 样 一 末 , 对 于 上 自 具 乾 休 速 稿 的 积分 算 子 ,我 们 得 到 可 
用 该 瑚 未 的 任何 元 素 

F(s) = [ Ks, Nh 起 


关于 蛙 征 画 数 ,G8) 的 展开 这 ， 而 收 伍 性 息 为 是 按 平 均 收 敏 窟 义 
的 。 但 我 们 已 看 到 ,下 (9 关于 pnG) 的 富里 埃 籽 数 对 于 涉 继 核 及 
弱 极 性 核 而 昨 在 [4, 5] 内 是 一 致 收 艇 的 。 谢 画 (9) 是 它 的 和 ( 速 精 
医 数 )。 

从 一 致 歼 敏 性 得 出 平 狗 收 笋 性 , 亦 即 夯 数 了 (s) 关于 p(s) 的 
富里 埃 航 数 也 不 均 收 镶 于 全 (s) 。 但 于 均 收 煞 的 极限 是 唯一 的 , 而 | 
我 们 在 前 面 已 证 过 FF(s) 的 富里 埃 籽 数 乎 均 四 人 散 于 (3)。 因 之 ， 
(9) 与 了 (9) 一 狼 , 亦 即 (3) 关 于 gs(s) 的 富里 埃 般 数 一 我 收 合 于 
下 (sy 。 这 就 证 明了 [929] 中 定 下 开 。 

在 积分 方 称 的 理发 中 代 杰 (258) 我 全 合用 过 p 一 X4p， 亦 即 
一 二 。 由 于 延明 了 An->0, 故 也 有 各 ~ 过 cc* 这 是 我 们 从 前 看 
到 过 的 。 

木 段 的 精 果 可 来 述 为 下 面 的 形式 

定 更 I1 珊 4 暴 妈 身 粮 吕 上 史 算 了 ,日 不 是 洽 去 算 子 , 如 自 
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埃 起 数 , 两 收 黎 性 是 技 下 均 收 多 意义 的 。 

39， 复 过 艇 画 数 室 间 ”我 困 可 把 从 [35] 段 起 的 一 切 班 广电 引 
到 复 过 辐 画 数 上 夫 。 发 且 是 介面 数 @ (8) 一 os(s) 十 wa(s)4 空间 ， 
在 [e, 所 上 速 入 的 。 这 时 当 作 画 数 的 乒 性 钥 台 时 可 条 用 任意 和 介 有 系 


数 。 秀 量 积 由 下 面 公 式 来 确定 
(2171) Cp, 内 -| Pls) ds 

和 愉 若 (218.) 的 有 : 

(ep, dh) =0d yp, 
而 代替 (21 外 的 是 : 
(219,) (Vp) = (gp, po 

范 数 由 下 面 等 式 来 确定 
(2213) ipl=V tp oy| let) las, 

算 子 的 自 共 就 性 仍旧 被 公式 【244) 定义 善 。 对 于 自 共 连 算 子 
梁 膏 (dp, 的 的 值 总 是 实数 , 因为 (4p ,op) = (p， dp) 一 (4PpyP)， 
而 等 于 它 本 身 的 共 元 数 的 数 是 实 的 。 自 共 乾 算 子 只 有 实 特 征 什 ， 
因为 从 49 二 49 推出 : {Agp yy) = 二 ilip 上 ,这 式 鞭 出 上 2 的 挛 性 。 

我 们 指出 在 [3 节 定 理 三 前 证 明 中 必须 引起 的 改变 。 代替 
(248) 的 将 是 
(2481) 21R(Ag ,wallel:+ w|i ， 

其 中 召 是 实 羯 符号。 我 们 证 明 , 由 此 推 得 对 于 (Ag, 办 的 范 数 也 有 
同样 不 等 式 , 亦 朗 

(248) 2 (Ag, P| arlyl+ lvl, 

遇 (4g, 归 一 ree, 其 中 及 有 是 (4p， 邮 的 模 及 幅 角 。 

在 不 等 式 《2481) 中 元 素 2 是 任意 的 ,因而 可 用 er4ap 来 代替 
它 。 得 : 

21 Bes Ap, 1) | <alle pd?+ wl, 
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如 果 注 意 到 ,1e-8| 二 1 世人 4: 办 一 res。 划 上 而 的 不 等 式 可 写作 : 
2 Rr; 六 人 5 有 天 十 | 和 六 ]。 
但 了 的 实 部 撑 *? 本 身 , 订 即 
27 go 和 十 本 四 或 2 (dp, 内 se[Iz| 二 和牛 门 ， 
这 就 是 驶 求证 明 的 。 其 余 的 一 切 讨 洽 与 前 面相 同 ， 
和 上 面 一 样 ,在 复 速生 而 数 空 尖 中 的 至 连结 自 共 枯 算 子 的 这 
个 理论 项 出 具有 埃 尔 密 瞳 核 的 积分 方程 的 特 征 入 存在 定型 及 展开 
定理 。 
40， 积 分 全 建 重 算 子 ”考察 积分 算 子 
(274) sl) =| Els, dpe 
且 棱 求 在 空 晤 中 它 是 加 强 至 束 入 算 子 的 条 件 。 首 先 必须 写 出 的 
积分 对 于 任意 选择 的 连续 莉 数 p (有 次 义 ,而 且 于 (9) 也 是 速生 
丽 数 。 如 果 (s, 为 是 速 熏 的 或 蔓 极 性 的 [1 站 ,这 覃 求 一 定 会 达 
到 。 
作 差 
Wst+ hy 一 古人 9) -| [E(th, 站 一 到 (gs Dye 
且 应 用 布 里 环 柯 夫 世 基 趟 等 式 
Gr) -0) | R(Th,D — 


F(a | pl to 
且 类 人 身 地 从 (274): 
让 下 
yO 人民 GD 6 .ro 
汶 有 关于 范 数 有 界 的 商 数 从 全 9 (如 ，, 亦 即 
(275) . | | (0 Lt C2, 


了 0， 积 委 全 谴 续 笃 于 133 


由 于 .上 硬 不 等 式 , 从 而 ， 
(276) vO ec |E(e, D'sdt 


(277) [b(t h) pls <0| {EF (thd ECD 
更 在 假定 核 素 (s, 力 满足 下 珈 庆 个 条 件 : 
《 工 ) 存 企 这 样 数 ?3, 合 
《278) [ IR 3, 1) [Gt 2, [as 
《20 对 村 任何 已 着 正 数 s, 存 在 这 样 正 数 9 当 [m| 裤 六 时 ,使 
(279) | EG+h, DO-E(, lace, 


这 时 ,由 于 (2376) 及 (277) ，, 茵 数 集合 汪 ( 如 是 关于 模 有 界 的 且 等 座 
束 入 的 , 亦 朗 在 一 致 收 般 意义 下 是 改 密 集合 , 而 算 子 (274) 是 各 强 
至 连 秆 且 。 . 

显然 ,条 件 (278) 及 (279) 在 核 是 速 千 时 可 实现 。 和 条件 (2 的 对 
于 器 栋 性 核 也 实现 [38]。 不 难 证 明 , 人 条 性 (279) 对 于 莫 枉 性 核 也 实 
再。 为 了 确 代 这 件 惠 ,只 顷 重 复 对 于 在 Ti 中 引用 的 积 俘 各 06 的 
讨 防 ,了 开 人 代替 不 纤 式 

[Esth -Ets, D'S|EK(G+h,d | tIF(s,a| 
必须 用 册 下 不 等 式 
[R(th dE (s, #) 1*<3||EK (sth, 0 |2+ |EKts, Dl’|, 


这 样 一 来 ,有 共有 涡 纵 核 及 弱 标 性 核 的 积分 算 子 者 是 在 声 中 芍 
媳 强 全 汪 入 第 子 。 

这 欠 , 次 极 是 卖 尔 密 脸 的 (或 实 对 称 的 ), 则 算 子 是 自 共 翰 的 ， 
因而 前 面 记述 的 一 切 理 元 都 可 应 用 。 

还 要 址 朋 , 蔡 在 以 门 中 指出 的 速 炉 核 或 极 性 核 在 各 内 不 恒 等 


于 老 ,出 算 子 1274 不 是 消去 算 子 。 

淮 乏 炉 核 及 (s, 为 是 实 的 且 在 革 点 (s% 妇 不 等 于 雪 。 

缸 下 vt>0。 由 于 核 的 回 粮 性 ,存在 这 样 正 数 5, 当 
上 一 二! 裤 人 时 ,下 (so 六 六 0 其 次 , 庚 有 连 纺 画 数 wy! 办, 当 |t 一 | < 
时 它 基 正 的 ; 且 当 ji 一 to, 守 6 时 它 等 于 堵 。 移 这 机 数 代入 (274) 且 
分 =o0, 得 


pb 
blo) =| Es, dota=| NR(, Hod>0, 


目 革 之 连续 本 数 册 9) 不 恒 纤 于 零 ,而 算 子 (427 和 不 是 消去 算 子 。 洲 
注意 于 工 (s, 改 的 连 秆 性 , 对 于 栋 性 核 也 可 同样 讨 答 。 对 于 复核 的 
讨 葵 并 完 驻 相似 的 。 

利用 勤 员 格 积分 郴 念 ,可 以 证 明 积 分 


5 
| | | 本 (sg ,四 la 二 


的 有 限 性 是 焦 算 于 (27 汪 为 全 速 糖 的 充分 条 件 。 

.. 手 . 正规 算 子 设 委 1 及 是 在 室 并 互 中 的 十 个 不 性 算 子 。 苍 是 性 
何 元 素 , 册 运用 算 子 4 到 元 素 4p 上， 得 到 元 素 tz:419) ， 因而 相 灯 应 用 算 
子 册 及 4 的 辕 果 也 是 某 个 委 玫 ,通常 记 它 为 A441[ 套 芬 ILI; 1]: 

(250 AAD P= dd 
不 难 达 出 ,4。4) 是 线性 算 子 。 

内 4 所 4 的 分 配 性 立 部 得 属 本 4 的 分 配 尊 ; 而 世上 及 的 有 和 异性 
推出 434 的 有 界 性 : 

| (的 用 本 村人 | NaN, [| || 

也 可 以 定义 季子 A144, 它 是 相 灯 地 先 应 用 算 子 必然 后 应 用 第 于 生得 
来 的 : 
281) (A Ad = ALCAspY 

这 时 ,一 般 地 这 如 性 算 了 于 A414; 不 同 于 4adio 

访 必 下 出 是 积分 算 子 : 


(A ys) -| (8 Dt) dy 
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(Ao) C8) = | Rat ;pleate 
对 扩 笨 也 dod 收 dd 我 们 得 如 下 耐 才 还 式 : 

全 h 
CAsA)) $9) = | Eas, ty) | ad doar lan, 
C1 2) 3) = | Rs, i) | EE, (ts tet) at| dtly 
成 ,如 时 积 分 次 序 可 访 措 ; 

a 二 
dd) Ws -| 让 Ratsytiy Ri (ti 3 区 a | Taty 
AA v= | Et) Katt d an | cpee 


就 是 设 ; 算 子 4341 及 41ds 是 其 有 下 面 这 种 核 的 积分 算 子 ?* 
Koitsy 村 = | Kats, td 对于 A 的 入 ， 


Fw) ) = | Ky (st) Kz ttsd) dh 《对 于 4145 的 核 )。 


灌 持 子 4zd) 下 -444 是 相同 铭 ; 草 讲 算 于 1 区 4 天 可 变换 的 。 在 积 
分 工 于 的 情况 ， 如 果 上 面 指出 内 积 分 沉 学 的 殖 搞 为 可 楷 ,， 删 核 下 sts ; 门 及 
Et8y 位 的 一 各 保证 了 算 子 4 下 4 的 可 交 摸 性 〈 可 以 放 明 , 这 也是 对 于 如 
壬 坊 或 醚 性 核 失 有 可 变 措 性 的 必 身 备件)。 

东台 政和 是 常数 ,就 能 授 定 妆 rada 此 四 di 十 cd 如 下 过 式 : 

ANd dt odyr=0dip+ ps 

在 积分 其 子 的 情况 ， 其 池 ctdi 十 记 坟 是 县 有 术 Elsy 站 十 gC84 从 的 
积分 算 子 。 

取 失 有 过 炉 李 怠 幸 醒 件 护 的 积分 算 子 : 


C4) yO) | EG DPD, 
日 建立 凡 有 也 是 连 糖 的 或 弱 极 位 的 核 * (9) 站 = 世 Gy 林 的 所 将 共 罗 算 子 
4*: 
Bb 
(A") C8) 一 [x pt 


对 于 任何 元 素 p 此; 我 们 有 [ 属 阅 站 ] : 
(282} (49; = pi A"Y)o 


138 可 一 谋 ” 积 牙 方 程 


建立 筑 子 
(253) 由 一 了 有 4 十 > 4 4 也 4 了 4*。 
这 是 具 有 如 下 形式 的 连锁 层 或 弱 辐 性 核 : 

3 [EG Di] 及 本 GD 一 下 可] 


的 页 分 个 节 。 了 不 难 乔 山 ， 安 科 吕 法 虐 汞 敌 股 令 , 因 之 &1 及 4 是 在 可 过 条 醒 
元 安 闻 五 中 的 目 : 闪 了 诺 铬 强 全 建生 算 子 。 算 子 卫 只 A* 可 控 下 剂 公式 用 有 41 太 
4 来 汞 近 : 
2 首 二 A1 二 1: A 二 A 一 do 

浊 在 区 别 出 姑 一 类 算 子 , 对 十 这样 一 类 的 证 子 来 说 , 我们 能 进行 以 前 自 
莫 扼 多 连 铝 算 子 的 音 诊 [的 狗 这 。 

定 久 ”让 积 分 夭 子 二 与 2” 订 变 撞 ， 杰 朗 蔬 4*4=44*, 惠 4 称 作 正 视 


尼 于 。 
利用 前 面 所 说 的 ;我 们 可 号 出 积分 镜子 的 正规 性 的 和 伯伯 (充分 的 ) : 
[285) | KR GD EOE Dd = | ER ,tat, 。 


这 时 上 自然 要 毅 为 在 作成 入 和 447 及 4*4 时 可 能 交换 积分 愧 次 序 。 车 核 是 
连 秆 纺 或 弱 极 性 的 ， 和 

若 44 与 4" 可 交换, 册 从 (233) 玄 序 得 出 出 及 44 也 可 次 搞 的 。 避 按 
五 (sy 六 是 这 样 的 栈 ， 使 并 及 A* 膏 是 全 好 锅 条 子 生 4 与 4* 可 诡 措 , 亦 印 44 
是 正 绒 算 子 。 在 玉 语 的 狂 流 中 我 们 往 趟 利 半 4 是 积分 等 子 这 一 事实 。 对 于 
我 们 很 蛋 要 的 只 是 对 于 任何 则 开 由 等 式 (232 成章; 二 及 4* 是 可 交换 的 以 
及 这 两 个 算 和 子 部 其 至 奸 炉 的 。 这 时 从 1283) 可 拱 出 自 共 饮 鱼子 1 及 4 也 
是 可 切换 的 。 " 

只 过 和 用.282)， 我 们 就 可 以 就 几 , 例 如 半 的 避 共 代入。 碎 如 323 性 出 
《dp = tp 。 其 次 : 


1 ，1 1 
【4 的 = (二 Lp 人 Ap )= 3 Py 十 oy A py 二》 本 
fg， 二 人 二 二 = [5 可 六 汕 十 可 Av | 一 (tp; di 


挛 朗 (dp 的 一 TI 司 击 得 末 二 的 自 砂 帆 | 全。 
设 3 蔗 px 是 白 共 锯 全 连 秆 算 辽 4 的 特征 鱼 太 十 十 正 交 的 标准 特 入 元 
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Ea 
286) dip HP 
对 十 请 应 用 算 子 4 且 和 注意 出 及 4 是 可 交换 的 ,得 : 
A tA) = ARP 
从 而 可 香 出 元 磋 4s94 是 筑 妆 4 的 特征 匹 寺 ， 它 对 应 二 特征 灯 到 或 ps 
设 由 是 铁 等 于 大 的 特征 秆 ， 上访 内 = 屿 tr 一 如 tx 这 时 ， 由 于 前 
面 所 进 , 必须 有 : 


睛 林 点 一 下 
4agp 一 2 cpgpyy (P= 天 二 工大 于 下 一 了 


HH po= Cada Pi = Pp Aygo 一 二 Tp) 一 Copy 
亦 即 sg 成 为 块 尔 罕 脐 江 世 。 

我 们 可 在 gt 计 王 大志 于 二 一 1 上 作 在 何 品 并 机 [IIl; 391; 仿 上 昌 
得 芭 苯 子 1 的 正 诡 且 标 淮 的 特征 元 落 承 ;它们 对 应 于 特征 者 4=xx。 共 次 ， 
我 们 可 选 职 这 个 如 变 谨 ,使 埃 尔 密 上 胜算 趴 cy 化 为 对 角 纺 形式 。 

证 2 bpp 9 p44 是 这 个 对 角 汪 归 的 对 前 入 元 未 (它们 蚌 洋 的 )。 这 
样 一 来 ,如 果 保 持 以 前 的 特征 元 素 的 到 寻 ， 我 们 就 查 : 

AiPn = HpPp} spp LPps 
(P=Ey ET iy yt tT} Hp 
并 日 在 数 * 中 某 几 个 或 基 至 这 些 数 的 全 体 可 能 等 于 堆 。 对 于 所 有 不 等 于 品 
的 特 委 :入 入 行 这 个 手 粮 s 在 让 凡生 我 再 也 主 址 能 获得 芥子 di 的 一 切 也 等 于 
零 风 特征 值 。 芭 算 子 45 的 这 些 浸 查获 得 的 不 等 于 车 的 特征 逢 , 且 实 行人 大 4 
出 发 的 类 位 手 炉 并 过 渡 间 4 。 末 了 我 们 得到 有 限 个 或 针 鹤 个 元 素 wi(F= 
二 1,2 ss 让 们 是 两 两 正 变 且 标 准 的 ,使 
(237) 一 
并 且 岳 实数 只) 及 uP? 中 至 少 有 一 个 不 为 才 ， 而 对 应 于 不 等 于 寺 的 特征 伪 的 
4 的 在 何 特征 元 又 用 有 隔 个 x 线性 基 出 ， 对 于 43 也 有 芝 侯 精 驶 。 从 (287) 
到 284 站 部 得 出 : 
Apr= ta FT AD ps; Apr= Dp E12).), 

亦 序 复数 oz= 虐 "十 与 广 痢 是 正规 得 子 44 的 特征 导 ; 且 gx 是 对 应 的 特征 元 沼 。 

对 十 正规 算 千 和 4 也 了 趟 峰 著 得 膀 开 定理 ,在 [38] 中 对 于 自 共 刻 杂 连 烷 委 子 
已 烃 证 过 了 。 由 于 那 一 般 中 最 后 定 埋 , 对 于 芷 剖 选 择 的 元 素 %, 我 们 有; 
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{2253) 1 一 pr? He ps 4 pe Lp 3 
因而 以 {284 得 到 : 
(289) 一 区 二 


拌 日 慨 艇 性 店 欠 为 是 平均 收 凶 计 革 的 。 菩 同 在 [给] 中 一 样 ;可 加 和 证 这 条 煌 的 
系数 部 居 do 的 富里 志 凶 煌 。 应 入 站 的 是 ， 若 基 一 个 一 的 划 在 4 的 属 
式 中 自然 不 出 现 有 ms 的 项 ;对 于 do 也 有 类 羽 销 况 。 

这 样 一 来 ;对 于 正规 算 子 也 证 | 归 了 特定 局 在 在 定 塌 避 展 开放 理 。 

可 在 [个] 已 不 寻 过 多 ,在 着 核 下 三 由 的 所 作假 床下 i 过 弓 的 或 弱 入 履 
的 ) ;地 数 (273} 在 [a;5] 内 究 对 且 一 至 收 仑 。 因 之 , 关 丁 委 数 (289) 也 有 一 标 
前 往 有 ;因而 同 [ 验 ] 中 一 样 ,可 肯定 这 谢 数 的 和 等 于 do 

震 痊 下 面 由 以 表示 的 加 数 : 

| Ets, OR ty ti dt o 
它 关 了 子 而 数 么 px G9) 的 窜 盟 埃 系 数 等 于 (cp)px); 因 此 有 : 
[x {39 1) 匠人 ， ts = 之 | "Sp (9) Flt) 
井 且 释 数 在 .wy 日 肉 一 拖 收 条 。 命 f=s 且 村 8 积分 ,得 : 
Bels= | | 正人 rp pdt as 

或 者 膨 坟 前 的 本 号 : 
(290) >» 1 ， =-| | | 下 |2dt ds 


| 


这 样 一 来 ,对 于 正规 校 也 襄 明 了 上 尾 (161) 类 机 的 公式 。 可 以 炸 明 ;车 核 水 


1946) 。 我 们 指出 , 埃 尔 密 肥 税 是 正规 焙 的 特殊 情形 ， 因 为 对 于 它 4*= 4， 
且 寺 及 44* 的 可 交换 性 是 很 昌 显 的 。 

狐 . 过 变量 的 男 数 的 情况 ”我 们 全 定 尽 空 间 吾 为 在 有 限 区 上 阿 
[ec, 5] 上 是 速 粹 的 实 勤 复 画 数 的 集 含 。 完 信 相位 好 我 们 可 定义 空 
关怀 为 匣 数 gp (MY) 的 集合, 而 (WY) 在 不 重 上 上, 曲 而 上 或 三 六 安 骨 
内 某 湖 限 阴 区 域内 是 连 积 和 的。 前面 的 一 切 叙 述 在 这 情 现 也 可 活 
用 。 务 处 的 积分 应 该 对 这 区 域 台 进行 。 也 像 一 个 铬 立 变量 的 悄 北 


给 ， 深 尔 特 近江 稳 139 
一 样 , 县 有 吉米 核 或 弱 极 性 核 的 积分 壬 子 在 加 中 是 加 强 公 过 入 人 算 
于 "o 
43， 深 尔 特 拉 方 程 “ 竺 到 讨 移 在 一 奴 情 沈 的 涛 尔 特 拉 的 第 二 
种 方程 
(2931) pA) ta KG, dol dt, 


以 前 已 灵 指 出 ,这 方程 是 弗 列 德 和 蒙 方程 的 特殊 情况 ,也 就 是 
席 站 1>s 肝 ,天 (人 =0 的 情况 , 亦 部 核 在 正方 形 如 的 对 角 粮 
s= 的 一 动 的 牛 个 正方 形 风 等 于 雾 时 的 情况 。 我 科 假 惟 , 自由 项 
f(s) 在 某 区 间 asss5 内 是 速 入 而 数 , 且 殖 (8 由 在 2<8 所 BG 志 
ts 时 是 回炉 求 数 且 妆 1>s 时 , K(s, 办 =0。 这样 一 妾 ,车 
K (s, 8) 天 0, 有 核 在 对 角 灵 二: 上 有 第 一 种 不 吉米 点 。 在 佑 一 1] 
各 中 中 的 基本 定理 及 工具 此 完全 保持 有 效 噩 全。 


和 从 前 一 样 , 我 们 号 它 的 解 为 般 数 形式 : 
(292) PIE) = Pos) FF pid A pts 
对 于 本 数 9, (8) 得 到 下 图 仅 式 : 
Po) =f (9); pn) | Eb, tp 
(n=1, 2, 人 


狂 在 有 限 区 间或 正方 形 上 对 连 炽 画 数 有 加 下 居 许 : 
[fai em; IE(s,D|SA, 


从 而 进行 9,(3) 的 估计 , 相 灿 地 得 到 : 
| | Som; p< EG,D | IgolD leremM Gs—o), 
vl. <| .ECD pO dem Go) d= 


a 
mT 1 了 
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生 一 艇 熏 ; [pa mm HF, 


当 变量 3 在 有 限 区 崩 世 , 中 于 时， 级 数 4292) 的 项 的 懂 不 大 于 
正 数 : 


对 于 尾 何 入， 用 迁 正 数 作 成 的 般 数 是 收敛 的 , 因 之 表 数 (292) 在 
fa, 可 上 硬 鸡 且 一 狼 收 化， 而 它 的 和 p(s) 证 束 竹 函数 上 且 补 足 方 租 


《291) 。 

完全 和 [5] 中 一 样 , 柯 以 作出 解 秆 : 
(298) Ri(s, t; A) = Skuls, hr, 
其 中 


(294) Ki(s, N=E(st); Kl, = 

-| 五 108 ft1) & (bh, {At (n= 人 2， 8， " 
且 从 这 些 仅 式 , 得 出 当 >s 时 ,8, 四 二 0。 于 实 上 , 若 绽 3 用 
Ht EG, =0, 

和 请 面 一 样 ,可 证 明 故 数 (298) 对 于 一 赋值 大 的 绝对 且 一 致 站 
数 性 。 这 样 一 来 , 漫 尔 特 拉 方 程 (291) 的 解 往 是 整 画 数 , 旦 对 于 性 
何 玉 这 方程 有 险 一 解 , 它 鹤 下 州 公式 家 定 [6@]: 

(295) Pl) =fO) +a) BR, ts WFO , 
因而 可 以 肯定 涯 尔 特 拉 方 程 没 有 特征 什 , 冰 即 齐 次 方程 : 
pa) =X| Es, Do(Dd 
对 于 人 发 何 人 只 有 等 解 。 因 此， ;车 作 方 程 (291) 的 旨 刚 德 和 驾 分 好 
Do , 划 可 发 现 它 祖 本 没有 任何 答 点 [8 ]。 
可 以 证 明 , 车 以 有 形式 ! 
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A 站 
(一 下 <“ 


其 中 工 {e, 颖 是 连 糖 医 数 , 且 0<a<1, 有 则 方程 129T) 仍旧 有 叭 一角 
上 有 这 个 解 可 引 前 面 指 屿 的 逐 况 通 近 法 获得 。 这 时 核 EK. ls, t) 了 瓜 革 
值 汪 开始 是 束 短 的 。 当 a< 吉 时 , 核 天 ss, 站 业已 着 如 种 的 [28]。 
正 是 一 样 , 逐 误 迫近 湛 世 再 应 用 到 方 程 乌 : 
(296) pi(8) = f(s) + 和 | Ks (8, tp (edt o 
在 所 作 的 候 必 下, 瀑 示 特 拉 方 程 的 特征 是 这 个 事实 ,由 水 次 这 
近 法 获得 的 报 数 对 于 在 捍 过 航 区 上 卫 内 对 一 切 慎 入 是 收 敦 的 。 车 于 
于 -一 切 * 莽 上 保 疗 带 业 性 条 件 ;, 如 得 到 对 于 一 切 3 这 sa 的 解 。 
考察 具有 十 个 变 限 的 方程 : 


K{s, 0)= (st), 


(297) pO =) +A| Ks, pO 
或 方程 
(298) OCR A 


镶 s 在 某 区 尚 ie 的 内 变动 , 且 使 了 3) 及 区 (3s, 四 保持 通常 如 续 性 
人 条件 , 且 除 时 成 外 , 裔 在 所 指 区 渴 内 ,有 :4 所 @(8) 所 s。 最 然 , 存在 
这 符 正 数 训 及 弄 , 佐 当 4 ss 时 ,有 : 
FD 有。 
在 方程 (297) 或 (298) 中 代 殖 (8) 反 六 (8, 如 以 较 大 的 正 数 六 
及 六 ,了 且 代 埋 (o(f 和 ,昌吉 (0) 以 梳 大 区 疫 {a, 9) : 


(299) p(s8) 一 克 十 入 9 上 y(t 


应 用 汉 次 到 近 渤 到 后 一 方程 ,容易 证 朋 , 归 竺 到 关于 和 的 宪 订 
数 , 而 这 六 报 数 的 亲 数 部 是 下 的 ; 且 不 小 于 当 解 方程 (29 站 或 (298) 
时 获得 的 知 : 般 数 的 桑 数 的 宁 对 值 。 方程 (299) 具 有 寻常 的 形式 , 且 
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当 #8 了 时, 常数 于 超 注 区 (s，, 纪 的 作用 ， 日 对 应 的 早 机 数 对 于 任何 
A 在 区 间 三 上 内 关于 ?一致 收 航 ， 关 于 解放 程 (297) 及 (298) 所 
得 的 般 数 更 可 同样 地 肯定 ,; 目 这 炎 数 其 出 方程 的 散 。 我 们 看 出 , 方 
程 (299) 的 解 稚 琐 述 为 有 隧 形 式 , 亦 籽 
龟 (2) = esrdis -oy a 

也 要 注意 到 :, 例如 , 汶 程 (297) 可 号 为 寻常 形式 (291) ,只 奢 蔽 核 服 
从 条 人 媳 : 当 ;< 人 人 时 ,下 (人 一 0 

在 方程 1.291) 的 积分 中 , 我 们 可 交 绵 积 俘 的 上 下 限 , 同时 也 改 
变 核 的 符号 。 这 样 一 来 ;变量 是 各 分 的 上 限 这 件 事情 ,在 理论 上 不 
是 很 重要 的 。 正 是 - : 样 的 可 代替 不 等 式 se 以 规定 的 条 件 3 所 4。 
当 用 简单 变换 ?= 一 及 #7= 一 {可 从 一 个 情 疯 变 为 尺 一 情况 。 按 
业 仙 方式, 例如 , 在 方程 (329 站 中 , 可 代替 上 面 指出 的 对 于 w(8) 的 
不 等 式 岂 规定 和 的 不 等 式 8 所 (8) 起 。 

还 普 纤 方程 : 


(800) p=—F6) + Es, del, 


其 路 S) 当 一 658 和 十 时 确定 旦 速 德 , 且 核 下 (3, 站 确定 在 一 了 所 
< 十 2 一 ists 十 D。 将 积分 区 并 站 作 雨 部 从 (一 0 及 (0，-Fs)) 
且 在 第 一 种 情况 代替 积分 变量 i 以 (一 站 ,得 : 


PO FD +A Els, pO Els, Do (eds; 
代替 8 以 (下 且 以 ( 一 各 ; 
pl)—f(-8 -A ECs Dp 
-| Ec-s, ptt 


肯 0<s<b 及 0<t 元 ,我 们 使: 
P= p10) pl-—D—g9a(); f= Ff- = fi 
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EE 一 -一 一 ~ 


下 【一 8 盐 =— Kat{s, 0); K(—s, 一 = ~, fo 
我 们 就 欧 积 分 方程 (00) 导向 寻常 形 这 的 方程 租 ; 
yals) = /1 (8) + 和 | Kfs, dnatral Kats, walt) dt, 


pals) =fals) 十 Kass Dp dit| Kks, Dal dt 


敬 我 们 解 这 方程 租 ， 剧 得 到 韦 个 画 数 p: (38) 及 p40) ,在 区 胆 
0<s<b 内 是 连 逢 的 。 现 在 校 照 以 下 公式 我 们 就 得 着 方程 .300) 航 
解 p(9): 当 Es 时 ， (8 一 gil5)) 当 一 B30 时; Pp (3) 一 
一 风 式 一 允 。 妆 sg= 一 0 时 采用 这 二 式 中 任何 一 个 ,因为 p00)= 了 (0)= 
一 “及 gO0) 一 fot0) 一 了 (0)。 这 里 峭 带 证 本 了 这 样 得 到 的 方 
程 (300) 的 解 gq 8) 在 点 s 一 0 也 是 速 稿 的 。 

前 面 所 指 的 深交 这 近 法 对 于 多 个 自 变量 的 情况 妃 可 应 用 。 例 
如 在 十 个 自 变 重 的 钳 沈 有 方程 ; | 


pl Df (os DHA | E(w, y; 8, pbs, Deed 


对 于 它 可 应 用 前 面 所 说 的 一 切 。 对 于 更 一 般 形 式 的 方程 , 即 右 轴 
除 二 重 积分 外 也 有 界 积分 的 那 种 方 么 : 


pl WD = flo, Wa) Kw, y; (3, Wdst+ 

ta Es vs) eas ti) | Ks,g: sD p(s 
也 可 以 对 参数 入 展开 ,是 售 展 开 式 对 任何 % 什 是 收 竹 的 ,此 处 雪 数 
和 的 引信 只 是 为 了 便于 运 次 妃 近 法 的 进行 。 完 双 和 前 面 一 样 , 可 
以 证 明天 程 


plr Df DI | FC, 3, D9, Ddsd 


UT wt yy 


的 和 解 的 存 生 性 及 附 一 性 , 其 中 4 所 wl) 所 2 有 5 二 ogg 所 
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我 侧 所 可 访 假 定 珊 注 ;使 凯 于 4 而 不 以 加 于 y, 囊 画 区 oa 
天 地 干 jy。 也 不 难 证 有 明 方 程 (287) 及 (293) 的 解 风 唯一 性。 

44， 拉 普 拉 斯 变 搞 ”以 后 我 们 将 于 八方 于 在 这 样 特殊 情况 的 
温 尔 特 拉 坟 程 , 它 的 该 六 (8; 们 只 是 个 王 于 状 各 一直 。 这 时 必须 拔 
先 研 究 一 种 积分 变种 。 定 是 和 党 里 埃 变 换 有 密 团 联系 附 , 即 所 请 
拉 普 拉 斯 变 反 。 字 不 仅 是 对 于 县 有 个 辐 于 训 的 栈 的 沽 尔 特 拉 太 各 
的 研究 是 志 震 的 ,而且 志 机 于 基点 数学 牺 进 出 题 的 解 洪 是 很 重要 
的 。 

我 们 回忆 , 者 机 数 (xw) 确定 在 区 胆 一 ce<z<< 十 so 上 ,服从 . 
我 们 甬 在 [lI; 160j 中 所 拓 沟 某 些 条 件 , 特 别 地 ,着 下 出 积 和 分; 


(801) Gey dz 
荐 在 ,斯 而 数 : 
(802) flo) "| fm) er iqs 


称 作 证- 工 了 (2) 的 全 里 埃 变 包 , 且 有 下 面 与 窗 星 姥 代 式 等 价 的 芭 演 
颁 我 : 


Fh " 和 1 ” — CX] 
(803) foig| fil mido, 
站 这 后 一 积分 记 了 佣 为 在 三 值 冤 义 下 和 的 积分 ,本 邵 . 
_ ] ， 十 由 i 
【人 一 必 5 人 {er) 此 dx 闪 
没 不 入 积分 (201) 存 在 , 丽 呈 积分 
(304)~ | oer) f lg) ds 


在 一 p< 之 BB 三 + 仙 时 是 碍 在 限 奸 ,这 时 两 数 方 (四 不 仅 对 于 实数 , 彰 
屯 对 于 满 运 条件 一 到 9s 十 的 负数 a=o1tasi 由 公式 (302) 
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| 一 | le %, 

目 按 上 照 条 件 这 积分 在 一 各 二 oa 拓 十 名 村 有 意 祥 。 在 拉 普 拉 斯 变换 
中 ,oa 经常 代 应 纯 碟 值 a=si, 且 此 外 ,上 略 去 因子 (Mv 2) 于 是 天 关 重 
要 的 。 

我 们 转 到 撞 痊 控 斯 变 挤 的 详 负 研究, 完全 灼 似 地 也 可 引 到 对 
于 沉 里 甘 变换 (302 的 研 窒 。 

裔 南 数 Yo 在 区 沿 ( 一 十 co 内 陈 第 一 种 不 建 续 点 外 是 速 
和 酝 的 . 基 且 在 强 汉 的 区 则 的 任何 有 起 部 份 内 和 这样 不 溃 炉 点 的 个 数 
是 有 人 情 的 。 上 葡 , 蕊 这 西数 在 每 一 点 有 导数 或 有 碳 太 左 和 导数 , 生 旦 
在 不 连续 点 ,有 了 蒜 数 及 大 坪 数 了 角 为 下 面 比 式 : 

多 tc 一 四) 一 的 1 一 0 及 疾 (cth) — get+0) 
训 hh 


当 hr>+0 时 的 极限 。 
此 外 , 融 积 分 
[305) | (pd 
站 对 收 艇 ,如 旭 go 满足 不 等 区 
(306) 宪 < 忆 全 < 局 


的 请 , 其 中 a 及 及 是 某 一 固 完 实数 , 尼 也 可 等 于 (一 cc) 或 (+co)。 
这 村 对 狄 之 区 利 积分 及 宕 民 堵 公式 适用 的 二 党 炭 邮 等 式 对 因数 
eg(9) 也 适用 [ 郑 天 II; 182, 160] 。 

浪 察 由 等 式 : 入 
(307) f() =| ee 人 oaa 


确定 的 复 变 量 s 一 5 十 如 的 函数 。 在 复 变 是 8=o 十 区 平面 上 不 等 
式 (306) 确定 平行 于 鸣 师 的 长 条 或 牛 平 面 ( 若 w 或 6 之 一 等 于 揪 
雳 大 ) ,或 站 至 全 平面 。 敲 瑟 是 在 长 条 806) 的 办 部 的 某 一 有 限于 
区 域 。 我 们 机 以 在 4306) 的 内 部 联 一 点 名 = 二 00 十 zoi, 使 它 在 区 城 
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8 的 左面 , 亦 即 它 是 这 样 的 点 , 对 于 属于 号 的 任何 点 so 十 芝 有 
不 等 式 To 世 取 一 虚 员 = 如 十 144 在 区 坡 互 的 右面 。 于 是 ， 对 
于 了 中 的 一 切 点 。 及 对 于 一 切实 数 x, 有 不 等 式 : 
[ee 的 | E00 
| | ee | 信人) | 光 玫 和 站 时。 

. 但 按照 条 件 , 在 写 出 的 不 等 式 的 右 喘 的 西数 沼 著 区 天 人 0， + ce) 及 
(一 co;0) 是 可 积 的 。 由 此 可 见 , 积 分 (307) 在 区 域 召 内 关于 s 阁 对 
里 一 特 收 艇 ; 因 之 , 医 数 .Fe) 在 区 城 召 内 是 正 盈 的 [IIIs;30] ,因而 
由 于 妊 的 选择 的 尾 意 性 , 示 数 As) 在 用 条 {806) 的 内 部 是 正则 的 。 

现在 证 明定 理 , 它 营 出 用 变换 后 的 西数 /(s) 来 表达 原来 画 数 
p69) 的 式 子 。 一 般 地 , 公式 (307) 是 具有 上 曾 指 出 的 性 里 的 曾 数 
9 (0) 的 泛 丽 变换 式 , 并 芋 变 换 的 精 虹 得 到 在 扣 过 的 长 条 内 是 正 肌 
的 复 变 量 贾 数 了 (2)。 

定理 一 ”在 质 作 关于 & (2 的 假 号 下 有 友 演 公式 : 
(808) po ys) f(s) ds, 
在 其 中 积分 是 沼 着 与 历 埋 平行 有 在 月 条 《306) 的 内 部 的 任何 示威 
上 取 的 ; 大 且 积分 应 当 疮 作 是 主 秆 意义 的 。 

当 积 egtz) 满 是 前 而 指出 的 对 于 ofz) 的 条 件 ， 旦 特别 所， 
积分 (305) 是 焰 对 收 做 的 ,因而 对 于 画 数 o-“gtlw) 可 应 用 内 里 埃 轨 
焉 ': 


TT 1 To 一 此 卫 下 一 te n 
é PL) 一 6 dm _ 信人 人 媒 二 


] fri” 
= | -if {or — ot) Aa, 


代 硅 a 引入 新 的 积分 这 量 3 一 0 一 ,就 得 到 (3808)。 
由 公式 807) 表示 的 而 数 了 (3) 硝 守 在 乓 条 (8306) 的 办 部 , 当 虎 
3 企 所 指 的 其 荣 的 上 面 或 下 商 变 到 攻 穷 迹 时 ， 这 男 煞 有 确定 的 恋 
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北方 式 , 这 就 是 ， 利用 积分 的 径 对 收 吉 性， 不 难 证 明 ， 在 由 不 等 式 
cx 十 se<6<R8-~s 确定 的 发 条 J 内, 当 点 到 揪 穷 远 时 , 画 数 f(s 起 
于 零 , 此 处 8 是 已 葵 正 数 。 反 过 玉 , 所 葵 定 的 也 可 以 不 是 p(w%) 而 
是 在 其 第 (306) 的 内 部 满足 某 些 条 件 的 画 数 (8 ,因而 这 时 就 由 公 
式 (808) 来 建立 p(w)。 我 们 将 严格 候 进 关于 了 (5) 所 作 的 假 膝 。 我 
们 长 了 8) 在 C306) 的 内 部 是 正则 的。 其 次 , 长 对 于 尾 何 展 条 J, 存 
在 画 数 w(p) ,确定 在 p>>0, 且 只 取 正 值 ,满足 当 peo 时 akpi->g 
的 条 人 忻 , 使 下 积分 : 


Fe (py dp 


收 数 ,而 且 在 J 内 有 不 等 式 : 
{309) [ft | wt|r|), {s=0TTi)o 
现在 证 明 与 定理 一 相 类 忆 的 定理 。 
定理 二 ”在 所 作 的 假发 下 : 公式 .308) 粮 出 的 画 数 (2%) 确 定 
在 信 部 由 上 , 它 是 连 知 的 旦 不 依 顿 于 o 的 选择 。 二 


id a a ee emp he he er ter ie ero 


全 由 和 


主 值 意义 的 。 
在 (3808) 的 右 端 介 8=0 十 6 得 : 


(310) p (5) = | fo ri)errigr, 
对 于 任意 选择 的 z 积分 号 下 男 数 鬼 


横 不 大 于 有 牙 丝 积 牙 的 机 数 以 p), 因 之 ， 
公式 【310) 中 的 积分 关于 二 萎 对 且 一 到 
政 敏 。 这 样 一 素 , 我 们 看 出 ， 多 42) 对 于 
任何 实 % 是 确定 的 , 且 葬 带 稿 画 数 [iI; 
84] 。 

现在 证 明 , 这 函数 不 惧 闲 于 o 的 选 
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择 。 考 罕 在 用 人 杂 (306) 的 内 部 任意 答 形 4BD.D, 这 姑 形 是 以 让 半 
亲王 好 一 Go = 十 全 作 洲 异 移 {个 一 }。 由 于 柯 症 定理， 了 (36 
洛 著 这 和 托 形 的 境界 航 积 分 等 于 和 看。 考察 这 积分 沿 平 行 于 实则 附近 
一 土 史 上 的 值 。 例 如 ,对 于 边 三 和 有 积分 : 
(831) | Ace iP) eT 。 

由 于 (309) 计 于 这 各 分 有 估计 : 


Fl rin) ee tao | <oneter (T) (os—01), 


其 中 =1 不 2， 因 此 , 由 于 当 p->co 时 6p) 一 0, 就 可 以 看 出 当 
To0 时 积分 (B84) 趋 了 于吉 。 对 于 游 边 1= 一 全 上 的 积分 岂 得 利 娄 
但 类 果 。 应 用 上 面 提 进 的 阿 昌 定理 ， 可 注定 男 数 (8)e”* 沿 荐 将 线 
0 二 01 从 上 问 下 的 积 牙 与 记 治 着 让 经 eg 一 rs 从 下 疝 上 的 积 好 只 有 
符号 的 差别 , 或 者 若 雨 直线 午 耻 从 下 癌 上 , 这 两 积分 航 此 相等 的 : 
由 于 直线 oo=o! 及 05 一 os 的 选择 的 任意 格 :, 可 肯定 画 数 了 (8)e” 浓 
着 直线 0 =o6 的 积 女 对 于 长 条 内 部 任意 选 悍 的 直 灵 都 有 相隔 值 ， 
亦 即 , 对 了 于 尾 登 选择 的 co, 只 要 它 满 足 不 等 式 a<oo<B8, 画 数 
了 (93)e* 沿 芒 站 区 的 积分 就 讲 相 同 的 值 。 

还 秋 下 要 证 明和 的 是 , 了 '8) 是 被 公式 (807) 由 9 (0 来 表 达 。 在 
公式 (308) 中 ,分 38=0 一 芭 , 有 有 有: ., 

6 op my) = 训 - MG — Ti) eid 
将 证 端 磁 友 e 日 对 了 从 (一 co 到 12) 积分 。 应 注意 的 是 , 成 
用 富 旦 埃 公 式 到 夯 数 Fec 一 z)， 且 将 这 夯 数 再 作息 变量 z 的 画 
se _ 
Fleai)= 2 | evade| fo—ri)e™ar, 


香 


我 们 得 : flo—wi) = | p(s) eds, 
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由 于 的 值 的 任 泡 性 ,因而 就 烙 岂 公式 (307)。 到 式 (807) 及 (308) 
芭 相 上 肥 洲 的 ,这 里 反 演 的 意义 是 如 司 定 理 一 及 二 所 指出 的 。 

我 们 证 明 , 车 在 定理 二 中 :8= 二 ce 亦 即 若 已 知 玄 数 了 (3) 在 
秆 平面 =>a 内 是 再 天 的 也 在 游 里 斑 足 其 余 的 条 伞 , 风纪 起 式 
《308) 确定 的 泵 数 wkz) 当 “<0 时 变 为 肛 。 我 个 看 出 , 在 这 情况 ， 
蛙 别 是 祖 挫 所 粉条 件 ; 对 于 任何 正 数 es, 在 第 用 曾 caTs 内 应 
存在 其 备 前 面 所 说 的 性 质 的 画 数 wtp)， 困 此 ,我 们 将 证 明 当 %<0 
时 gpg (8) 一 0。 应 用 不 等 让 (80 四) 来 估计 各 分 ,得 : 


| w(t) | <erl | oo(p)dp o 


车 2 是 国定 负数 , 剧 当 oo 一 十 ce 时 , 帮 端 趋 于 彭 , 而 左 剥 不 恢 环 于 
5 的 选择 , 因 之 当 2<0 时 确实 有 pt) =0。 在 这 情况 ， 代替 (3807)， 
(30 人 的 反 演 变换 盈 式 有 凡 下 形式 : 


C812 Fs) =| ey (eye 。 


反之 , 若 假发 ge) 是 已 知 的 , 旭 变 换 (307) 寻 常 称 作 双 边 拉 普 
护 旭 变换 ,而 变换 (342) 称 作 单 边 拉 普 控 斯 变换 。 这 后 一 变换 显然 ， 
是 前 一 变换 的 特别 情况 , 且 订 从 前 击 变 换 得 到 ,只 要 已 各 函数 wo 
在 负 值 等于零 的 话 。 在 肉 边 拉 普 拉 斯 变换 的 情况 , 我 们 应 当 对 
gp (2) 加 以 这 样 条 件 , 它 使 积 共 (8312 在 某 牢 平面 o>>a 上 是 绝对 收 
将 的 。 若 五 是 某 有 限于 区 城 , 且 在 这 于 平面 内 , 妈 我 们 可 取 直 炎 
0=0o>&, 它 在 提 过 的 年 洽 面 办 ,上 自在 B 的 左面 。 按 照 条 件 ， 积分 

人 6 | 入 人) 


是 牧 襄 的 ,日 注意 积分 谈 是 x 半 0, 对 下 因 于 及 的 5 有 : 
eye)) < 

亦 即 很 分 (312) 对 于 厨 于 如 的 一切 是 邯 对 且 一 私 收 铬 的 , 且 痕 出 

在 五 内 为 正则 的 亦 邹 在 平 村 面 c> e 内 为 正 肥 的 画 数 ff 。 
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具 引 纪 的 佑 计生 部 显示 册 下 面 的 断 音 : 若 积 分 (8J 纹 证 点 ao 一 
二 oo 一 To 只 绝 测 收 若 ， 风 它 在 年 薄 面 o 他 00 内 萎 对 旦 一 至 收 般 。 
(312) 的 反 演 公式 乃 是 公式 (808)， 我 们 指出 ,前 画 所 述 的 一 些 定理 
在 关于 gp (人 及 Fe 的 下 广泛 假 识 下 也 可 谣 明 。 很 友 常 地 用 记号 
(8) 及 Lol9) 来 吾 示 {312) 及 C807) 风 右 问 : 
Lp | ep dy; Lug)—| eg 人 ed。 
变换 Li(w) 及 上 sw) 是 可 分 配 的 , 亦 即 : 

(人 一 OO Flopiteps) op) + pz), 
其 中 心 及 o 是 任意 常数 ， 且 g;(w) 是 满足 前 面 所 指出 的 牺 件 的 丁 
数 。 营 引入 新 变量 4=e ”信人 代 埋 变 量 2 , 旺 介 多 多 ) 二 由 ( 码 ,剧变 
摸 (30D 及 (308) 可 写作 如 下 形式 : 


7G = | yea; ye = a, 


DE Je 
车 对 于 富 电 埃 姿 撞 (302) 91 用 入 应 鸣 讨 瀹 , 则 代替 了 (3) 在 其 内 
部 是 正 贡 的 直 其 条 , 我 们 得 到 对 于 户 (o ta=8 名 在 其 内 部 为 正 肌 
的 横 匡 条 (平行 于 实 帆 的 其 条 )。 其 余 的 千 果 除 在 积分 号 前 只 莽 一 
个 常数 因子 外 痢 保 竺 有 效 。 
6， 羡 数 的 需 积 届 git2) 及 ps) 是 十 个 连 各 画 数 , 人 确定 在 
2 关 0。 由 等 式 


(818) gale) 一 | ps0 pat) at 


和 葡 定 的 pafz) 称 和 作 这 十 前 数 的 窒 积 。 
这 醒 数 痛 完 在 ?3 关 0 且 世 是 过 得 两 数 。 引入 新 积分 变量 += 
一 和 -和 代 赫 上 可 和 将 ws (2 ) 表 作 形 式 : 


(814) ps(o) 一 | .oa(z 一 品 pafrydr。 


通常 用 记号 
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得 六 1 让 2 
来 记 管 积 ,了 从 (318) 及 1814 下 邵 明示 出 宕 积 与 酚 数 的 次 序 艇 关 ， 
亦 即 p391 = wigs 。 得 到 管 积 的 运算 破 称 作 疯 数 的 管 。 
流 运 用 瞧 折 (31 办 到 丙 煌 oo 及 pafo ,这 变换 在 某 守 符 面 
oa 内 是 各 对 收 询 有 的。 我 相 簿 证 明 , 对 于 gp3(7) 变换 :812) 在 所 - 
指 半 平面 内 也 是 收 租 的 , 旦 有 下 面 的 公式 : 


{315) Li{pigps)} = Pp bi( gao 
亦 即 对 两 数 类 gx (4) 的 签 运 算 相当 于 对 变换 后 的 玫 数 半 : 
(816) F165) —| pra) ds 
作 和 前 浊 生 积 。 
为 了 证 明 它 ,作出 公式 i815) 的 在 器 的 乘积 : 
(317) |- EL | erpat vay, 


并 且 用 及? 吧 积 分 变量 。 我 们 可 将 号 出 的 陛 积 表 为 稳 对 收 丝 的 
一 重 积分 形式 ,这 积分 是 展 布 在 平面 (a, ?) 的 第 一 象限 内 : 


| 12 。 | Pel yd = | [ee Tp CW) got naw dv, 


乘积 (81?) 之 所 以 甬 表示 为 这 种 一 重 积分 ,是 因为 这 委 积 中 的 
二 个 积分 都 是 契 对 收敛 的 。 为 了 辐 证 这 事情 , 只 须 在 这 些 积分 中 
作 册 对 有 限 区 者 (0,， my 的 程 分 ,变换 达 样 乘积 为 二 重 各 分 ,然后 全 
m 趋 于 然 劣 大 且 利 用 导 常 的 广义 重 积分 的 定义 [II; 86] 。 在 获得 
的 二 重 积 分 中 引入 新 积 分 变量 ws=u+u 及 1=?。 我 们 导 由 站 对 疏 
化 的 一 重 积分 


| Crt) gett) a cz， 
于 


对 于 积分 的 区 域 , 在 上 但 变质 出 不 等 式 t=0; 7s0 确定 的 , 而 现在 
是 由 不 等 式 t=0; 7 一 #220 确定 的 , 录 印 在 平面 (tf, x) 上 积分 区 域 
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琵 在 第 -一 象限 共 角 楼 t=z 上 抽 阅 部 份 。 把 二 重 积 分 变 作 二 次 般 
分 ,得 : 
| “pi de | 二 一 由 gt 一 芭 Paf 人 dt iw, 
这 三 证 基 了 人 至 下 1815)。 
对 于 页 数 ps(o 布 居 值 : 
| Pa | [pew— 人 || at) fas, 
由 此 顺便 可 推出 下 面 不 等 工 : 
| pew)idos {del et ps | | galt at, 
性 好 
或 , 径 犹 义 赫 和 灾 换 iTI; ?91 后 : 
[eos | aos] Ips) tas) er gle—t) lan, 
在 右 蝙 引进 新 积分 变量 x 一 t 代 赫 ,得 : 
ble es ep ea) elo ls, 
或 者 更 有 : 
[el pslo). ar<| eet pa) [a | eer pr) [dr， 

亦 朗 从 积分 (317) 在 守 焉 面 re 内 条 对 收 煞 推出 对 于 ws) 的 各 
分 也 同样 经 对 收 铬 。 我 们 注意 , 把 尾 布 在 象限 内 的 二 重 积分 变 为 
二 京 积分 通常 是 容易 证 明 的 , 上 先 省 察 在 象 屿 办 分 角 交 :=x 上 面 

的 有 限 部 份 , 然后 取 极 限 。 否 式 〈315) 的 过 确 性 的 断 车 通常 称 作 
和 人知 定 理 。 

和 上 图 完全 和 类 伏 , 对 于 双边 控 普 拉 捧 谈 换 也 可 以 引出 两 数 

的 宕 的 概念 肥 窒 定理 的 奏 明 ,; 羡 妇 有 下 脆 苗 : 若 pit) 及 oa) 是 
速 秆 两 数 , 确定 在 针 穷 区 人 前 (一 ce， 十 ce) 内 ， 且 积分 La{g1) 及 

ao 在 某 甚 条 a<e<8 内 外 对 收敛 ;有 积分 
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(318) pa (内 一 | pi(D Pal 人 
对 于 任何 实数 4 是 稻 对 收敛 的 。 对 于 获得 的 两 数 ps(%) 的 拉 普 拉 
斯 变换 在 堪 过 的 长 荣 内 是 萎 对 收 租 的 , 几 有 宛 下 式 : 
《319， Lops) = Tali) * Leta)eo 

46， 特 殊 形式 的 湿 尔 特 拉 方 程 将 罕 具有 只 依赖 于 其 坝 个 变 
晤 之 汶 的 核 的 湿 尔 特 拉 方 程 : 
(320) po) = + ED oa 

难当 -> 十 co 时 ,这 流 画 数 .Fo) 及 百 ( 拉 赵 于 等 , 且 对 于 充分 
大 的 值 = 有 全 值 : 
(921) [Po | < em 1 本 (ze) | De- 和 za， 
其 中 常数 4 及 B>0, 卫 常数 4 及 b>0,。 堆放 及 Ko 是 当 s>0 了 时 
Je) | 及 | (2) ;的 上 确 界 。 应 用 骨 次 迫近 法 [43] 到 方程 (320) ， 
得 济 当 ? 关 0 时 pg (2) 的 估计 |2 (| 二 Joe 。 由 此 看 出 , 当 o> 
max (a,5, Ko) 时 ,可 应 用 单 这 拉 普 莹 斯 变 搞 浏 曾 数 p (2) ,f(z) 及 
FF(e) ,井上 忆 我 们 得 到 变换 后 的 两 数 : 
(322) SG)=Lp); FO)=Df); Ls)=L(K), z 
它们 在 第 平面 c> Ko 内 是 正 妈 的。 应 用 军 边 拉 普 拉 斯 变 澳 到 
(8320) 的 丙 庙 , 且 利用 党 公式 ,将 有 : : 

D8) = Fs) + L(g), 

从 而 
(828) DO) = Ty 

前 面 已 见 过 , 醉 数 甸 (s) 应 在 从 于 面 o>> Ko 内 是 正 姑 的 。 册 于 
工 (8) 与 玉 (g) 完 至 危 关 , 从 而 推 知 所 拇 苍 式 的 芬 母 在 所 提 到 的 中 平 
而 内 不 能 有 需 点 。 作 公式 (822) 中 的 第 一 式 的 反 演 下 式 ,得 到 |; 


(824) Pp (7) = | ,6) eds, (o> Ko), 


一 
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因此 ,由 仅 式 (822) 确 定 了 了 所) 及 (3) 琉 及 出 公式 (828) 确 冠 
了 五 全 后, 我 全 就 用 公式 4824 和 得 莉 万 程 4820) 的 是 形式 的 解 。 我 
们 注 阁 ,当面 数 pa) 确定 在 有 限 区 沿 各 ， 力 内 ,按照 方程 4320) ,我 
个 尽 利 用 Fo 及 五 (2) 在 上 面 提 出 的 区 岗 内 的 储 , 于 是 可 用 任何 
方式 把 这 些 丙 数 延 拓 到 所 指 区 丧 的 外 面 , 且 将 别 地 ,要 它们 满 是 上 
面 所 指 的 条 件 。 苦 至 可 假 规 对 充 俘 大 的 正 位 2 它们 恒 等 于 宕 。 

我 们 址 明 , 对 于 方程 (320), 一 切 登 核 也 只 依 玫 于 闫 (x 一共。 我 
们 有 [43] : 


KR,(2, 办 一 | F(t) RCD 。 
引用 新 积劳 变量 一 右 -二 代替 三 
Kg, 提 -| KC(e-t-nR(rae, 
从 测 立 即 推出 站 at2 疙 是 攻 避 -的 画 数 , 亦 衣 天 sf 1= 
一 太一 科 。 
对 于 其 他 的 登 核 世 可 类 伺 地 诈 明 。 这 样 一 来 , 当 = 了 时 ;由 于 


会 式 (293) 我 位 可 肯定 方程 (820) 的 解 核 只 依 顿 于 上 面 指 出 的 差 。 
用 有 R(w 一 来 配 它 ,应 用 肥 式 (295), 可 写 方程 (320) 的 解 如 形式 : 


(825) po) =f (0) +) Rls/ dt 
应 用 拉 普 拉 斯 变换 测 这 方程 的 十 端 , 旦 除 (322) 外 再 引入 本 号 : 
(326) M{3) = (CR), 
我 们 得 到 : Bs) = Fs) + MC) FCs), 
利用 公式 (328) ,可 用 已 知 而 数 工 (3) 来 确定 MM (9) : 
《827) Mt{8) = 一 = Ty ， 
且 (826) 的 反 演 到 式 糖 8 Bo): 


(828) R(z) — 5 = Mords, 
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代 大 公式 (326) ,得 到 解 。 

上 面 指出 的 解 方程 (320) 的 方 法 也 可 应 用 到 下 面 形 式 的 湿 尔 
特 拉 方 程 钥 : 

po) fo + S| Esp G1, 2,.,p) 
应 用 拉 普 拉 斯 变换 测 雨 问 , 得 到 : 
BO) =F) + DI) Ds), G=1, 2,%%, p)。 

解 出 这 个 确定 柯 ( 人 的 线性 方 竹 租 之 后 , 于 是 方程 租 的 解 由 以 下 会 
式 获得 : 


十 fa 
yo) |) Bs)erds, 


我 们 注意 ,对 于 核 有 (%) 及 自由 项 了 (2w) 的 条 件 (82 了 D 可 以 大 大 
地 茂 轻 。 只 村 存在 这 样 正 数 。, 使 Flo)e-” 及 (a)o-“ 在 4s>0 时 
”的 组 对 值 帮 是 有 异 的 就 能 了 。 演 时 公式 (824) 及 (828) 对 于 充分 大 
的 值 o 者 成立。 为 了 证 明 这 个 断言 兵 须 将 避 20) 的 两 训 卫 以 ， 
且 引 入 新 的 待 求 西数 px(z) 一 9(ejr" ,新 的 自由 项 户 (z) 一 (ao)er 
及 新 的 核 KF1(z) 一 KK (z)e-"。 

好， 温 尔 竺 拉 第 一 种 方程 ”到 现在 为 止 我 们 甬 礁 到 力 于 党 二 
种 积分 方程 的 探讨 。 现在 我 全 将 见 色 在 湿 尔 特 拉 方 程 的 情况 ， 在 
某 些 附加 条 件 下 ， 第 一 种 方程 容易 变换 为 第 一 种 方程 。 考 罕 滥 尔 
特 拼 第 一 种 方程 : 
(329) | Ke, dpa Fo)， 


且 从 胡 程 本 身 的 形式 立 朗 显示 出 , 已 知 画 数 fo) 应 蔽 满足 条 件 
f(a) 0。 往 所 号 的 方程 对 4%“ 杂 导 数 且 除 以 下 (2, %), 居 导出 下 面 
的 第 二 种 方程 : 

下 es f'n) 


《3303 (十 | 和 zs PO Re 7 
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并 且 识 着 产 ( 们 是 溃 入 的 有 区 人 人 二 0 一 - 般 情 凑 的 前 芒 订 在 下， 
程 尤 菊 蔷 的 "积分 方程 ' 书 中 找到 。 

汗 富 到 竹 御 了 (a) 一 中油 个 容易 从 方 香 全 30) 同 到 方程 (829), 亦 
部 这 两 个 万 程 是 等 价 的 ， 因 之 ,方程 132 的 有 叭 一 解 。 现 在 着 罕 共 
有 如 下 撒 式 的 核 : 


Klw, 0) = A 


的 第 一 种 开 程 ， 关中 开 (， ) 是 连 禄 允 灼 , 且 有 对 于 2 的 巡 粮 对 儿 。 
这 类 型 的 廊 程 腾 于 前 而 宰 谤 过 的 型 上 尔 方程 。 这 样 , 我 位 米 考察 


积 仙 方程 
(881) | HR 0) 直下 0， 


o frit 
间 且 也 和 亚 上 中 和 尔 方 程 一 样 , 我 们 取 积分 的 下 眼 终于 恬 。 将 这 方程 
的 雨 剖 王 以 (z 一 局 且 从 =0 到 z=z 对 zz 积分 , 且 庶 用 犹 尺 顽 
利 肥 起 [II 的 ] ,导出 于 桓 的 积 牙 方程 : 


(Da<1) 


有 He, 和 C: 
G89) | oO] a eh 3 
它 的 核 由 下 列 及 式 确定 
Ho, t) 
Eb, | i de 


芝 个 核 业 已 不 是 衣 性 的 ,这 不 难 利用 积分 变量 的 变 痪 来 十 实 ， 就 是 
说 , 按 下 公式 引进 新 积分 变量 0 代 圭 2: 


2 十 .2—t 
局 2 
我 们 得 : 
“(+ or 0, 1 jsing 
(333) Kitz, = ， WE 矶 去 0 CO， 


从 而 ,注意 到 核 羽 (e, 仿 的 过 镇 性 以 及 所 写 则 的 积 人 对 : 及 的 一 
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Te er 


玛 收 训 D 尾 , 我 们 可 以 断定 核 卫 1(z, 从 是 束 粮 核 。 利 用 画 数 荆 () 的 
理 静 中 的 公式 [III; 71, 42] ,我 们 可 以 号 出 : 


上 (ITeos by-X1 一 eoa Osin d= * 


训 n za! 
因 之 至 式 4338) 给 出 : 
Ki(z, 2 = H's, 2)-— 


in me" 
这 笠 一 -来 ， 新 速 桔 校 Kt%, 让 赃 玄 是 条 性 Ki{x, 2) * 人 0， 只 了 又 
图 数 五 (w, 盐 阳 注 足 类 似 的 条 件 ， 即 (wx, 人 和 关 0。 浒 存在 溃 竺 有 导 
数 吾 st, 让 ,有 居 从 爱 式 (3883) 也 并 序 得 着 下 1t%, 旭 对 于 zx 有 尖 粮 导 
数 。 同 楼 , 当 存 在 束 秆 导数 产 (2) ,从 公式 
-| | 2) gy 


0 2) 
立即 显示 出 浪 程 (382) 议 右 端 爱 入 了 导数: 
Fi (2) = | -do 


(2 一 各 ;5 
国 琵 ,在 所 作 的 恨 刘 下 ,方程 (332) 理解 17)。 剩 下 要 南明 的 
是 ,这 个 图 数 也 适合 原来 方 各 (331) ， 将 ma 代 信 原来 方程 且 作 
洲 


A 二 全 和 Gd 


将 两 端 乘 以 (2 一 2) ,在 限 0<z<z 内 对 积分 且 应 用 狄 义 赫 
利 公式 [II; ?79] ,由 于 (832) ,得 : 


将 两 端 磁 以 忆 一 切 ” 从 2 一 0 到 2z 一 站 对 “积分 县 交 饥 积分 
的 基 太 ,期 淹 于 任何 ,有 : 
六 oa=o， 
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从 而 六郎 显 出 w(x) 二 0。 
现在 设 在 方程 (329) 中 的 丁 数 玉 (z, 芒 只 依 顿 于 其 人 2 一 仿 ， 水 

印 考 察 第 一 种 积分 方程; 

(884) E(t)o(d de 7%), 


将 南端 环 以 e 7 旦 从 =0 到 7=ce 对 Zz 积分 。 引入 对 于 已 
知 夯 数 Ale) 及 K (wm) 以 及 迭 训 而 数 ofz) 的 日 边 拉 普 榨 斯 变换 : 
B35) Te = FD=()); LO = (CR), 

由 于 窟 定 建 , 笠 : 
(8396) LGre) = Fs), 

我 们 假设 灾 下 (2 如 江 是 条 件 六 (x, #2) 关 0, 这 是 我 们 在 以 剖 
控 过 的 ,而 在 这 情况 ,省 有 形式 及 10) 关 0。 这 就 保证 了 方程 (884) 
的 解 的 存在 。 其 次 , 也 和 以 前 一 样 ,我们 假定 当 正 值 w 充 女 天 时 
2) 及 K(z2); 和 变 为 堆 。 如 毕 注 意 到 六 2 的 任意 性 ,如 所 在 [461 
中 一 样 ,我 们 就 可 了 靳 音 妆 人 笠 8 有 到 从 大 的 实 部 时 工 (8) 不 为 堵 。 冯 
式 (38 全 条 出 古 (8), 几 应 用 太 沪 公式 到 (3835) 中 的 第 一 式 , 我 习 得 
济 方 程 (384) 的 有 痕 形 式 的 解 : 

C887) 2 全 一 让 了 | PD) 

若 吾 (ze, 芒 只 依 顿 于 差 4z 一 颁 ， 草 上进 方 法 也 可 应 用 到 方程 
(88D ， 井 贡 只 要 0<a<1, 我 们 就 不 难 验 证 应 用 撤 普 波斯 变换 及 
管 定 浊 的 合法 性 。 

招 , 例 王 ， 考 购 方 程 
(338) PL) = f(r) + | (rtp, 

在 这 入 交 下 (2z) 一 zy 而 
7) = | errodz= 4, 


怕 且 认为 s 的 实 部 是 正 的 。 公 上 主 0327) 舱 出 


48， 语 T59 


匡 用 于 个 286) ， 衣 械 出 这 式 : 
(339) R(x) = ”1 
确定 } 共 中 = 姑 任 何 充分 大 的 实数 。 
考察 治 竹 在 来 面 8 一 了 十 三 上 的 贱 图 道 的 积分 ， 这 图 说 是 四 军 乒 += 上 
次 强人 红 【此 处 m>1) 及 及 这 上 线 与 实 畦 的 迹 点 为 心 此 位 于 这 肯 米 的 丰 边 的 
和 站 加 出 必 威 {的 。 奉 积分 (339 中 由 公式 8 一 00 一 i1915| 入 靳 积分 变量 5 代替 s， 
我 们 得 到 在 变量 5 的 平面 上 积分 图 道 ; 空 是 Hi 实 柄 上 的 塘 双 及 红 原 点 作 心 
的 牢 男 骨 作 成 的 。 利 用 和 绝 当 引 吉 [III3; 60] 及 了 >9) 可 确 借 洛 着 守 贺 所 的 积 
从 当 它 鬼 站 笃 趋 上 稳 穷 大 时 趋 了 才 ; 且 从 前 净 即 挫 得 当 c>1 时 积分 33) 的 
侍 竺 于 积分 号 下 图 数 在 上 5 一 士 1 的 留 娄 之 和 ， 亦 印 


Hir) = 地 (eT ES)y 


因而 由 于 (326) ;方程 (333) 的 解 可 写作 形式 : 
PUD) = rT + 也 cj 人 一 志 el A 由 
2 对 上 方程 
(340) on = F090 + | pd, 


我 们 有 疾 t = 二 =e? 国之 : 


- 1 
一 | ”aa 二 
工人 站 a dz 一 


I + 下 
Dt = 5 一 $0 


从 而 MC) = 一 且 五 (可 一 
问 上 面倒 对 一 样 ,点 用 和 甸 数 定 埋 ， 得 
Rn) = 
国 而 方程 (4340) 的 航 是 : 
mry= +er| es pin 和 
8， 我 亿 艺 有 有 售 养 愉 窒 尔 面 数 76 人 77 的 下 面 公式 LIIT2; 153]* 


机 本 了 1 -- 
| " To 二 D4? 


1 的 第 一 借 ” 积 秀 方 程 


从 而 有 
- 1 
(41) ear 


如 果 薄 总 [EEII; 113] 中 具 寒 尔 豆 数 的 近似 舍 伞 , 我 们 就 可 以 肯定 : 若 * 的 实 
部 是 正 的 ,入 式 (3d41) 是 正确 的 。 
我 们 考 窒 积分 方程 


(342) 9 人 z) = f (a) + 和 | Jolw—t)p( te 
凌 这 情况 , 琉 () 一 dnfoiy 由 下 (3d41) : 


如 入 
IOI REYES) TITRE 


因此 解 杞 由 下 式 : 
入 傈 二 ie Es 
五 一 一- 一 
(9 Qi ee 十 32 一 入 a 
硝 定 ,或 
i » Lie $s 二 
RO tr Te 


第 二 个 积分 和 上 面 一 样 林 用 常 烙 定 理 来 计算 。 我 们 歌 力 于 第 一 积分 的 
底 卉 。 除 会 式 4341) 而 外 殉 全 一 伴 的 对 于 正 整 数 吕 可 通 曲 届 下 人 妥 式 ; 
‘va a 

V 工 十 呈 
县 将 这 等 式 从 6=5 到 4= 十 mw 对 &# 积 分 ,得 : 


[ee Th 1+ 
恬 时 对 


六 ep (7) dx = 
让 


另 一 方面 ,应 用 留 数 定 地 ,得 : 
otis 1 一 一 
En 
于 是 ,我 们 可 写 : 


1 了。 (加 _ 1 
zi x ) Ta 号 上 LL, 3 ] = 二 -Te 


应 有 和 爷 定理 ,得 : 
DS Ys 
v1 22 工 J 一 2 


加 之 ,对 于 在 表达 式 县 (013, 大 和 的 积 分 ,得 : 
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1 fm Ts ger | pp Ti (8) 
村 Soi 工 一 > 一 上 “一人 
De TT 1] 一 % 十 53 eds -A 有 Sin L 六 【 ?了 


国 页 巨 程 站 42) 的 名 核 有 表 过 民 : 


REY 一 ~- 一 一 - 二 | sin [I—»2 Ce 


十 


十 2 pogfww 工 一 3322 + yi sintwv il— ?2g)o 


4。 洪 察 第 一 种 方程 : 
(343) erip (td ro 
0 


在 南端 实行 日 边 拉 普 拉 斯 亚 摸 ,得 : 


人 iS 


8) 一， 亦 序 五 (s) = 


s—1 
sm 
1 ie a 1 srAa | 
于 是 二 区 re ds=1—y 
83. 考察 方程 ; 
(344) | 上 站 人 二 一 Sn 区 
福 意 到 下 美 承 


{345) Drya(m]= eT 护 Lilsinx) 一 i 


1 1 1 
RN 得 JET FT FT 
n 1 T+ ED 
国之 : 六 LE) 一 Br | TT 

或 者 福 意 (34 针 的 第 一 式 : 


ds 


部 { 一 0 人 
也 就 县, 特 这 个 解 代 天 方程 314) 之 后 ,我们 得 到 公式 :* 


[oD dsin ee 

6， 还 圭 窒 这样 的 想 ; 当 I 
pry = FR) + | Te ss 
且 作 出 与 这 个 楼 对 应 的 解 核 , 面 我们 在 冶 证 中 并 不 部 为 上 述 方 法 对 这 个 青 性 


ptidt, (OO<a<l)y 
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请 沈 是 适用 的 。 
计 狂 互 (3) 总 王 (ey: 
L(s) =*) dahT (Tay snl, 
中 
AT 4 ane! 


HT 


因而 得 到 解 核 的 入 过 冯 : 


Tt 
A 必 ，G>9)， 
其 中 0 是 充分 大 放款 。 
展 为 裔 数 ; 得 : 


和 下 "1 earl < ， 
i "| Tel Horm—1) 
Tr st MT os ， 


因 之 一 切 归 畦 到 计算 下 积分 : 


1 Te 
一 一 Enis tedJes oo 


a1 To—i= 
作 代 换 s+= 湖 国道 作 适 当 的 改 瑟 并 唱 用 在 ITIs; ?4 中 的 公式 (154)， 
得 到 : 
1 er Lr gala mm 人 一刀 一 了 
Dro rT 


el [TI — a rile 
从 而 R(T rl a 


外， 和 荷 量 的 积分 方程 ” 当 倒 迟 其 有 连 纺 核 的 积分 方程 沟 理 论 
时 是 从 寻常 积分 故 念 出 发 的 。 如 果 从 其 他 积分 概念 出 发， 可 以 重 
复 一 切 理 座 或 它 的 一 部 份 。 我 们 在 前 面 已 如 提 到 过 在 勒 内 格 积分 
的 基 确 上 来 建立 积分 方程 理 座 的 可 能 性 。 建 立 理 论 的 本 半 就 是 要 
使 在 建立 理论 时 所 考察 的 积分 具有 一 切 囊 些 性 质 , 而 这 些 性 质 正 
莫 在 建立 理论 时 所 需要 用 到 的 。 在 这 一 段 中 , 我 们 将 指出 积分 的 
新 概念 ,在 这 松 念 的 基 确 .上 ,可 建立 在 这 一 闪 开 始 时 积分 方程 理论 
的 一 切 叙述 。 下 面 秸 果 的 引出 归功 于 克 钠 塞 尔 了 。 

加 区 本 塞外 (Kneser) ;Rondiconti del Cireolo Mat, di Palermo, S89,1914, 


政 同 -作者 ,Dis Totegralgleichungen Und ihre Anweondung in der mathem, 
Physik, 19322, 第 i117 Ro 
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我 们 只 讨论 最 简单 情 疯 。 训 了 (?) 是 在 有 限 区 哺 [4, 外 内 网 过 
知 醋 数 ，zo (2 一 1，2， 3 7) 暴 在 这 区 曲 内 的 固定 点 且 % 是 某 些 
正 数 。f 2) 对 于 区 加 [4, 到 的 积分 定义 为 寻常 积分 及 曾 数 8 六 在 
点 4 一 w 的 值 来 以 o 的 乘积 之 和 。 为 了 与 寻常 积 共有 所 区 别 ,将 
在 积分 号 凸 面 加 一 和 粮 线 。 上 浊 的 定义 给 出 下 面 表达 式 : 


(346) | oaz=| fa)det Sof (ey), 
显然 开朗 有 下 面 的 寻常 积分 的 性 守 : 


[RAORRACON A 


{ef do=o| f (a) ds 
共 次 , 当 相 闲 的 对 于 区 出 fa; 轨 农 积 芬 ,可 交换 次 序 , 亦 即 


| .ee， ad a-| || PG, Dds la 
事实 上 ,省 掖 应 下 定义 (346) ,验证 出 那个 事实 ,就 是 所 写 出 的 


等 式 的 市 恕 都 有 表达 式 : 
1,# (s, Das di 二 六 [ [Ts wo) 十 本 (op s) ds++ 


十 之 Fy,, Py)o 
yl 


到 陵 在 为 十 我 们 没有 利用 系数 4, 的 正 性 。 在 下 面 的 性 汉中 
这 对 十 我 们 是 很 重要 的 。 填 六 3 宇 0, 天 (8 扫 ) 中 的 积分 同样 也 有 
非 负 值 ， 上 及 它 呈 在 了 C2) 二 0 的 情 炎 考 轿 于 异 。 对 于 重 积分 了 有 
抑 全 相同 性 贤 。 由 此 ;如 时 党 一样, 对 于 新 大 念 的 积 芬 明示 出 布 里 
型 柯 天 天 基 不 等 式 的 正三 性 。 著 /的 过 阮 ; 有 存在 这 样 还 数 , 悠 
有 不 等 式 : 


| Fo om 
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当 >0 时 ,显然 可 殷 设 = 5 一 9) 十 qi 十 … 十 gp。 

从 最 后 性 里 ,和 寻常 一 样 [I; 145] , 能 推出 一 至 收 铬 条 数 可 按 
新 的 积 耸 概念 来 汰 项 积分 。 利用 这 个 积分 概念, 可 腔 字 淫 包 地 重 
复 具 有 尝 炽 核 的 积分 方程 的 一 切 理 窒 。 举 区 (, 8) 二 区 (3, 让 剧 
碍 然 有 


| dpam| EK (fs pt di, 


积分 方程 
(847) pl) = | ECs, dpa 
显然 与 下 面 的 有 寻常 积分 的 方程 : 


{348) gls) = 人 -+ 让 Etsy (+N Pak (8, mp) Pp ms) 
等 价 。 
照例 ,特征 值 及 特征 西数 将 从 济 次 方程 ; 


v0) = Kl, pC 


™ 


来 确定 。 
在 对 称 榜 的 悄 咒 ,特征 画 数 可 以 座 为 是 正 交 的 : 


| p16) 8s) d=0 


或 jp pds Dope) va) =0, 


最 后 镜 下 的 是 希 尔 伯 特 一 一 施 密 特 及 天 色 定 理 的 正确 性 。 形 如 
{84 站 的 方程 叶 做 茶 重 的 积分 方程 。 . 

考察 一 个 例子 。 职 对 称 棋 区; 人 站， 当 #8 所! 时 它 等 于 8, 而 当 #33! 了 时 尼 
等 于 二， 惹 本 区 间 是 0; 1 设 在 公式 (346) 中 mr 二 1， 且 痊 右 端 取 在 <=1 时 
的 唯一 附 奶 项 ， 亦 即 | 


证 
| ri= oaz+ar 人 DG>0。 
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齐 次 方程: p(s) =* [x te De 的 者 

下 写作 形式 ? 

(349) pCs) = t(D ds| vO att sp (De 
对 s 求 导数 ;得 : | 

(950) gt =*| gy at bag (1) 

且 再 求 一 次 导数 ; 导出 方程 : 

(351) PITs) TF APS) = 0, 


从 (349) 及 (350) 扒 汕 下面 雨 个 演 界 条 证 : p00 = 和 有 (二 Aap 
友之 , 容易 看 册 , 方程 (251) 满足 指出 条 件 的 解 是 积分 方程 (349) 的 解 。 若 
6 二 和 旭光 寻常 积分 方程 ;日 .边界 条 件 g(0) = 中 人 =0 不 含有 密 煞 x。 合 一 
二 J; 由 于 第 一 个 廊 异 条 忻 ;有 :pm 介 ) ==Csin psy 而 第 二 从 上 伞 翰 此 确定 上 的 方程 ， 
也 就 是 :ens n= qu sin no - 

相 希 登 拖 丹 @ 合计 葵 过 更 一 般 型 的 方程 。 肯 是 丕 面 上 的 某 
区 域 且 7 是 它 的 境界 。 李 希 登 施 丹 考察 的 方程 的 形式 是 : 


(352) 9 (MD) +X| [EM N) pON) dey | EsCM, NPN)dsy + 


+ > Rs(M,Pi)p (CP) =f CM), 


其 中 P; 是 属于 两 区 域 妃 的 固定 点 。 若 引用 新 核 及 条 徽 分 , 风 这 方 
程 可 写作 寻常 的 形式 : 涡 于 属于 于 区 域 卫 且 辣 不 同 于 点 了 。 旗 : 

忌 ( 开 , 玉 ), 若 交 在 五 的 内 部 ; dw = je 在 B 内 ; 
忌 2(M，N) ,车 入 在 1 上， ds 在 1 上 ， 
且 束 :大 六 与 Px 重 人 台 ， 

EC(M, N)=Ks(HM, PR doy=1, 
这 时 方程 (359) 可 写作 展 式 

pOD + KC, N) pCN)dor =f (NM), 


KE(N, N)=} 


DD Hudia Marhematica, t, IJ 1981, 
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因 之 可 重复 带 烈 德 和 莹 的 一 切 还 葵 。 我 们 妈 指 上 内, 当 CH) 为 速 
由 (人 十 ij| KN. MWCNY A =f (CM) 


的 堡 当 过渡 到 境界 开 上 及 在 点 Pi 处 一 般 凶 说 是 不 速 绫 的 。 基于 
亨 率 转 轩 方程 的 佣 也 能 有 同样 的 部 法 。 

于 面 的 类 人 在 三 维 窒 疯 世 是 正确 的 。、 荷 重 的 积分 方程 的 多 帘 
的 另 一 方法 骨 在 H. 并 . 根 哇 汞 的 论 交 中 粮 出 中 。 

到、 富里 埃 积 分 方程 ”和 芳 在 积分 方程 中 的 积分 区 城 (在 一 舱 倚 忱 是 积分 
区 邮 ! 是 侯 眼 的 或 该 变 为 锋 界 的 而 不 是 像 我 们 在 [ 呀 站 中 诗 论 过 的 懂 种 类 型 的 
枝 , 划 前 彬 所 让 过 的 一 些 基本 定 带 可 能 下 成 总。 建 普 也 包括 其 些 这 样 青 树 积 
分 方程 情况 在 内 的 更 一 般 的 积分 方程 理论 , 适 要 契 出 连 精 丽 数 类 的 范 转 以 
外 ,并 要 利用 重 广泛 的 积分 到 念 。 这 将 在 稚 五 中 来 秽 。 此 你 我 们 坏人 篇 略 地 指 
出事 实 方面 的 材料 而 不 严格 狗 述 最 后 定理 ,这 些 定理 罗 在 崎 五 中 狼 流 。 

我 侧 从 对 于 侦 丽 数 购 富里 埃 变 换 的 情况 开始 , 然 折 主要 地 将 谢 论 依 贺 于 
EE 

回忆 以 前 钥 证 明 的 窜 里 埃 公 式 [TI; 160]。 基 7 (9) 是 连 嫩 的 , 且 在 区 章 
0<s< ee 内 臣 对 可 积 ， 且 在 这 区 间 的 在 何 有 限 部 伤 内 只 有 了 C8) 的 有 限 个 上 
形 或 下 你 ( 音 调 ) 区 天, 如果 作出 谢 数 

六 人) = Wes a ty 
慎 可 由 公式 ? 
Fs) = J >| Fiteos st ot 
用 让 (5) 来 类 东 了 (s)。 把 上 面 二 公式 相册 ,得 : 
7G F110) = NE OD +f eosst At, 


济 朗 对 于 任意 选择 满足 上 面条 件 的 玖 数 了 了 (9) 男装 ie) = 了 fa) 二 六 Ce 是 积 
分 专程 ;. 


《353) Ts) -| Coos st a¢ 


Dm Rtudia Mathematica, t, 工人 L1982, 
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的 特征 两 数 ; 对 应 于 特征 值 和 一 YY: A。 

利用 了 (的 任意 性 ， 可 以 证明 , 对 于 指出 的 x， 弄 次 专程 (353) 有 力 旁 多 
个 妇 性 乱 美 的 特征 次数 。 写 出 的 积分 方程 夫 有 这 祥 交 特 性 基因 为 积分 区 阳 
[09， 2 大 插 短 的 。 

我 们 地 赴 上 而 的 讨 读 。 不 骏 诅 有 曙 ; 若 会 了 (3) =0-(p>> 从 ; 旧 有 所 人 8) 一 
= 2 pv (十 1) ， 在 这 储 况 ， 当 * 取 指定 的 慎 , 我 们 得 到 万 程 (353) 
的 解 ,这 解 含有 任意 秦 数 5， 它 可 到 任何 正 情 。 完 全 类 羽 的 可 乌 寺 奏 在 区 间 
[9; =] 上 具有 核 sin st 的 积分 方程 。 

疆 ， 扰 穷 大 区 间 的 情况 的 方程 ”利用 双边 拉 蝇 拉 斯 变换 焉 富里 搜 法 殴 ， 
我 们 可 应 用 在 [ 劲 ] 中 所 指 的 方法 到 蝶 到 德 和 蒙 虑 式 的 万 程 : 

(354) pl) =f Cr) + | “Kistadte 
这 时 前 面 的 一 切 公式 仍然 息 正 确 的 ; 仅 贸 特 备 处 的 军 边 控 普 拉 斯 变换 忱 为 双 
边 的 , 除 此 以 外 ， 必 我 愉 台 我 们 所 用 这 个 变换 的 合法 性 。 除 了 加 到 已 知 现 数 
ke) 及 其 (Cz) 的 一 些 条 件 以 外 ， 还 必 妥 指 出 在 怎样 的 国 数 类 中 可 求 得 方程 
(35 二 的 诅 二 (2) 。 
丧 设 了 0) 及 五 ( 引 部 是 带 精 夯 数 ,有 他 在 下 积分 ， 
(3551 广 [Ew) dr A 


我 们 克明, 若 常 数 4 满足 条 件 生 <1 ， 则 方程 (35 遇 只 有 一 个 有 界 解 。 若 
有 了 丙 个 有 界 鲜 ,出 齐 次 方程 
(360) yn) = | Ey 
诲 该 有 蜡 十 等 的 有 界 解 。 我 全 把 它 引 出 子 后 来 。 设 3 是 1y(m | 在 一 oo< 
<2 < 二 0 的 圭 懈 办 ,对 于 已 输 任 总 小 正 数 # 作 让 这 样 的 导 zy 使 | 风 (0)| >3 一 
一 so。 将 这 > 和 值 估 大 (356) ,得 : 

痢 一 二 <| [Er | wy des] | 下 (| 一 dd 

班 即 订 -s<54 而 这 是 与 二 <1 及 s 可 了 为 任 总 小 相 耶 盾 的 。 潜 让 ( 罗 是 有 界 
一 数 ; 亦 即 12)| 所 U; 则 型 用 寻常 滩 次 过 近 法 ;到 以 证 明 在 4 < 工 的 条 件 下 
存在 有 界 解 。 营 在 方程 中 5 用 寡 数 


of = fly m4] EE (ret) ptt}, 


188 第 一 - 童 ” 积 牙 胡 程 


其 前 面 指 遇 的 筑 件 {4< 届 写作 形式 
(S57} | 蕊 -1 
除了 有 界 解 ;自然 可 能 六 在 在 区 池 一 ce<z< + co .上 是 撼 界 的 巡 族 解 
(7) 省 时 区 it 或 pt 在 恩 密 区间 一 于 二 < 汗 o 上 的 积分 仔 在 的 
荣 件 妾 代替 解 舶 有 界 性 的 条 件 。 应 用 荔 贞 格 积 分 在 这 穴 光 下 解 的 存在 性 及 
叭 一 性 的 条 体 , 例 如 在 忽 其 十 感 《Titehmarsh》 瘤 “ 富 黑 埃 积 分 理论 导 31” 一 
窒 中 (国家 技术 理 窒 替 焙 出 版 户 ,1948; 第 339 页 ) 已 经 岳 出 了 。 
现在 考察 天 次 方程 


(358) 9(® = | RCD 
县 艇 郴 求 和 的 形 邵 : 
(359) i) 一 ez 
的 解 , 其 中 上 是 其 常数 。 和 伐 大 (C359) : 
~ es | E(t)eridt a 


引用 新 积分 恋 量 :各 =z 一 上 来 代替 土 。 攻 去 ea 且 忆 上代 共和 我 但 得 到 确定 
刀具 方程: 


(360) fx- atat = 1 , 


车 这 方程 有 有 其? 深 根 ,如 和 疾 这 浪 基 对 & 微分 ,得 : 
(C361) [x Gye-otttdt=0, t=1, 2 yr I) 


碎 0360) 下 人 6 记 星 未 出 在 刊 出 上面 的 变量 代 换 后 ， 不 攻 榴 著 (359) 基 坟 
程 (358) 的 解 , 且 融 娄 
(C362 ea Le, “ey le 
也 是 它 的 解 ， 这 时 自然 恨 定 4 是 这 样 的 数 , 它 使 方程 (358) 的 右 问 中 钢 积 分 
有 意义 。 可 朵 说 ,这些 国 数 元 全 包括 了 方程 ,358) 属 丁 确定 国 数 迷 的 一 切 解 。 
在 所 到 关 的 饶 其 局 感 音 中 [第 390 页 ] 教 述 了 和 这 相当 购 竺 果 。 

我 们 秆 章 ， 当 和 且 羽 当 a 是 税 感 数 时 租 e 呈 在 区 间 一 = <z<oo 上 是 有 
界 约 。 

53. 例 ”为 了 痪 明 前 面 的 狗 太 ,我 们 91 出 几 个 例子 。 

i1， 设 在 让 程 多 5 和 中 全 
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和 dr ee ma _ Linlen mm 一 一 =- =- -一 


36 “tw (= er Gr 
mn J ‘x = 0, 当 z>0, 
亦 朗 方程 可 写作 如 下 形式 : 

(304) P(r =e 二 的 和 日 


对 于 画 数 (3863) 实行 束 边 拉 敬 科斯 变异 : 
PE = 站 ee ze= 上 | eurdet | eae 


1 1 2 


Ts Tre Ts? 


和 
一 号 

在 确定 (8) 时 我 们 裔 复 迹 量 s 二 c+ 网 于 长 第 于 <o< 十 1 有 c 在 确定 
(9 时 必须 有 也 等 式 了 <1， 炎 有 昭 关 式 (323) : 


2 
Cs) = ( 工 十 的 tl aA—s) ? 


Lts) = 让 ede da= 


因 之 ， 
(360) PD) 一 


2 ti 此 让 工 

da -ee (ls (lie 
如 村 取 定 从 =0 亦 即 寅 感 胡 :为 积分 路 丘 , 旭 从 公式 (3l0 或 总 接合 主 

上 上 面 这 个 积 牙 吉 可 推出 我 们 得 到 的 解 是 有 界 的 。 这 时 我 们 稻 为 点 位 一 0 不 

落 在 成 师 上 。 设 这 点 莫 在 娠 底 策 的 右边 , 亦 郎 忆 一 四 的 实 郁 是正 的 : 当 z>0 

时 ; 电 和 [4 答 ] 中 一 样 ; 应 用 留 数 定 理 ; 间 且 据点 :一 一 1 是 落 在 桩 分 直 如 的 左 

入 

366.} 入 (2 一 


人 Sn 


Lo 
当 *<0 和 时， 为 了 要 导向 示 当 5 理 ， 我 们 不 应 各 积分 覃 趣 堪 洱 的 让 图 居 ， 
而 应 孙 它 在 过 的 站 出 骨 ![ 瑚 阅 IIIs; 61]。 确 定 在 点 8=1 一 * 的 留 数 , 得 : 


5 ea-Dz 人 下。 


湛 点 代 下 ) 落 在 匡威 者 的 堪 这 ， 押 两 个 丁点 郁 落 在 外 妃 帮 的 去 壹 ; 因而 
得 到 有 界 解 ; 
《367) Pl ee (> 


(3500) pn) = 


pl) =0, {zr <0) 。 


170 人 第 一 楷 各 并 六 答 


这 时 我 们 没 %*¥2。 当 入 =2 时 ;(365) 中 的 炸 积 分 次 数 有 二 天 极点 s= 一 1, 因 
而 我 们 得 到 ; 
— 2 (如 全 全 
208 _ 9 
~ ?| 6 ee 


鞋 到 五 程 38 二 ， 设 : 
mY = idats 
内 而 
(309) FR) = en a 
当 #> 人 时 ,地 改 (36 为 记 作 地 下 形式 : 
—p rn eth) 
国之 ， 若 入 二 本 
蕊 一 号 了 


一 > FO (tr>0)o 


秩 好 一 样 有 的 当 区 世 习 外 得: 
由 te 一 一 1 OM {Tt} 
从 ”在 了 = 奈 网 连连 性 和 窜 到 ; 
co 
恕 果 福 训 036 多 旧 会 =Cij 最 后 得 到 : 


(2 = 


中 (2} 二 eT+Oriii, ry 


2 
2 一 六 
cio) 


+ Tr) = te es, iT < 
甚 中心 基 任意 常数 。 x 一 2 的 情况 需要 单独 寺 论 ， 我 们 不 停留 在 这 方面 。 宪 
嫌 =0 加 得 到 解 4366 几 及 (3002)， 而 三 口 =2: (2 一 51 时 得 到 解 (367)。 若 的 
尝 部 是 页 数 或 圭 ， 则 应 在 公式 个 70) 由 会 C=0, 因为 在 彬 岳 情 况 ， 方程 136 分 
中 出 现 的 积分 类 去 意 祥 。 若 夺 一 六 是 纯 是 数 焉 堆 ， 划 解 (370) 窜 于 人 在 何 C 是 
在 算 秤 。 在 这 情况 ; 
吧 一 上 et 了 


和 条件 (357) 有 形式 11 我们 大 出 ， 当 X=1 时 淡 已 有 镍 委 匀 隐 有 异 解 。 
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在 公式 (37 的 中 在 在 任意 党 于 ,这 走 才 只 要 > 的 洋 部 是 正 的 后 西数 


erly wR) = EXIT 

应 当 是 卉 次 方程 : 

{372) 加 二 > 站 BF tt) ot 
咖 


ti 甫 。 在 这 情况 万 程 习 60 有 拱 式 : 


| ed 一 1 亦 即 和 一 1 或 a=1 一 %， 
从 而 迅 得 闭 方 程 (373) 的 解 (371) 。 这 样 一 来 ; 我 们 看 出 ， 有 正 的 突 部 的 任何 
慎 * 都 是 方程 (37 双 的 特征 秆 。 对 应 的 竺 征 画 数 (371) 害 区 于 (一 ;十 ) 队 
将 不是 有 界 的 ， 除非 一”) 是 糊 廉 数 或 恬 的 消 吏 。 如 同 在 富里 埃 积分 方程 
50] 时 一 样 ,积分 方程 一 航 进 瑜 中 序 十 遇 的 定 坚 之 所 以 不 成 走 是 由 于 这 里 购 
积分 区 间 是 斤 限 的 。 
3， 著 察 方程 


(373) vo) f+) est 本 


存 这 傅 况 村 是 对 称 的 。 应 翰 双 边 近 闪 拉 其 变换 到 阁 数 2 (x) ==%e- ( 矢 基 
上 例 ): 


zs) =2| “esre- lsldr = 1 《一 了 < 了 所 二- 
ec a 


坦 在 巴 照 从 让 C2 让 作出 佬 才 )， 


(374) 了 RD = 三 I 于 
在 这 湖 天 4 
且 条 从 (357) 脏 是 : 

(375) {2 1 ~ 2。 


我 们 将 没 这 条 件 已 葡 现 ， 这 时 关 (1 叹 ) 的 实 部 一 定 天 于 肘 , 且 用 
w 工 一 或. 这 汶 报 式 的 这 梓 值 , 它 的 实 部 是 正 的 , 内 公式 (374 ,得 : 


站 3 第 一 区 ”积分 方 稳 


(376) Rn) = TT 
和 和 上面 的 例子 一 样 , 由 慷 数 定理 从 (生得 出 公式 (376)， 并 卫 体 要 分 别 
地 考察 x<0 及 了 >8 的 情况， 它 也 可 以 恋 另 一 个 方式 得 出 。 只 所 在 公式 


由 | ra-lTIid2 = 2 
pa 1— 88 


让 ), 谷 了 =w TI 一 隐 ? 政 3=oiwT 一 2 ， 闪 出 : 


Te lw 2 工 一 5 
fe Type— Yiv 1 -2 dy g 


这 个 弄 边 控 芍 拉 斯 恋 措 徇 反 演 公 式 也 枉 邵 导出 积分 (3 全 的 表达 式 
《37 的 。 次 了 解 核 (37 ,旧情 照 着 公式 (325) ,有 :; 


入 to 
97 人 pr) = Ir) | rw 


一 呈 了 


称 乒 2 在 区 间 5 十 o 所 ) 内 是 有 界 画 数 , 则 这 胖 式 旺 然 奏 出 方程 (3739 的 
有 界 解 。 椒 仪 在 条 人 忻 (375) 下 蚌 这 样 ) 且 对 于 任何 和 也 莉 是 这 样 , 但 是 除了 当 


Q 一 2) 是 徘 或 村 实数 的 请 形 而 外 , 亦 即 除了 二 羡 而 外 。 
在 这 悄 如 ,方程 (360) 有 形式 : 


卉 = 
和 | Be 一 上 


亦 即 和 =! 工 4 一 土 V 三 于， 
困 此 齐 次 方程 

{378) wny =- <- tery a 

有 解 ; 

C3709) WP) OI OI 


当 X 一 训 时 ,方程 关于 s 有 看 很 2 一 0, 且 代 积 (379) ,有 : 
(本 = 0 + Or 
当 在 (378) 的 有 编 代 入 表达 式 (379) 时 , 为 了 要 积分 有 寥 义 , 必须 要 求 
1 一 吉 的 正 实 部 小 于 一 或 要 求 这 实 凋 等 子 吉 。 若 1 一 2<0， 亦 序 > 十， 
划 公 式 (374) 积 出 方程 (378) 的 有 界 解 。 当 一 地 时 方程 (378) 的 正光 解 血 是 
任意 常数 。 在 这 情况 一 团 实德 之 二 将 是 方程 (378) 的 特征 入; 它们 与 有 界 


52: 和 创 1 从 


笠 征 区 | 数 对 应 。 控 照 (379) ， 当 x> 喜 时 ， 特征 丙 烤 可 写作 形式 : 
Ninv mTs 芒 cos MV EW-Trx。 共 VTI 二 环 的 实 部 是 正 的 且 小 于 一 , 旭 对 
于 任何 选择 的 芷 圳 常数 Ci 及 中 ;公式 (3791 烙 出 方程 (37 二 的 氮 界 解 。 

8. 济 次 方程 


(320) wv {a) we dt 
檬 此 子 代 换 
‘331) T= f=0 pfiet) = ptt) 
对 向 下 到 形式 : 
(382) : "9 gr 
“ea 一 
对 应 于 它 有 的 方程 (3 的 ) 有 形式 : 
(383) | dt1y 
ac Dt 


并 且 为 了 和 分 存在 ,必须 股 “的 实 部 落 在 区 各 | 一 地 ,+ 误 的 内 部 。 为 了 计 
算 上 面 的 积分 ,| 从新 积分 变量 一: 


fo Pbk os 一 Sa 一 二 
了 人 一 rt 一 工 上 全 一 x 本 
2ch + 3 oe 2 1+x 
rr 一 om 应 


设 -{a+ 豆 )=b 一 1 亦 部 b= 吉 一 4; 且 和 用 已 知 积分 [IIIs; 62]; 


Trl TT 
GE I+z Binhr osurm’! 
肖 炉 1383) 可 写作 如 下 形式 : 
可 
ensas ! 


并 且 我 们 度 芝 样 挝 择 这 克 程 的 很) 这些 根 的 实 部 落 在 区 间 ( 一 了 ;二 之 内 。 
洲 =zy 则 所 如 的 廊 程 有 全 要 6 一 D。 这 时 方程 (3862 有 了 解 季 二 一 CI 十 Cat 
且 按 照 (33D) ,我 们 得 着 方程 0380) 的 下 面 的 镍 |; 


+ le 
风 (z) = ta = 一 


174 健一 童 ”积分 方程 


其 中 C1 丰 a 旺 作 高 常数 ， 
二 考察 第 一 着 和 分 沁 程 : 


(384) Do 
26h = (一 站 


语 于 上 例 的 芋 果 , 技 的 友 边 近况 拉 斯 变 殉 特 是 : 


+ 间 一 宁 开 区 

— 一 az 一 

。 1 四 
2elt 忆 中 


且 旋 用 并 边 节 彰 控 斯 变换 到 方程 (1334) ,得 : 


ge Fe), WA G(s) = 1 Fs) eos sro 
OS ST 这 


拉 普 作 斯 变 境 的 太 演 葵 出 : 
1 [ti 1 


- -一 Pts}ons er etrds 一 
OXY Lins TI 


1 十 je 1 _ ， 
== ---- 一 一 一 -- -- 站 is) 已 中 工 十 盏 十 et 有 1 a 
DT | Lie HF ~ - 


PL 一 


赃 上 面 的 积分 分 作 围 东 ,我 们 大 出 ,这 两 是 是 珊 数 1) 对 寂 二 (5 土 x* 让 
的 双边 拉 管 拉 斯 变 挽 的 反 演 ;水 即 ; 
(385) pO = Lf ta tf (2 ai)]e 


上 面 关 于 近 普 卸 斯 变 娩 和 祖 它 的 反 沪 的 脱 式 上 的 推导 是 不 严格 的 。 由 于 
在 管 迷 中 有 有 自 变量 为 复 娄 的 如 数值 了 (2) ;自然 假设 已 知 虹 数 了 (3) = (5 二) 
在 长 条 -zy 所 十 x 内 是 正 酒 商 数 。 对 子 必 条 的 内 部 区 域 来 说 这 个 要 求 可 
立即 从 方程 384) 本 身 获 得 , 假如 油 为 这 方程 有 解 , 卫 把 这 二 程 中 的 积分 看 作 
是 依 顿 十 参数 工 的 积分 LITII; 720 ， 此 镍 ) 厦 倒 积 分 


干 cm 
flr la 


对 于 满足 条 人 忻 一 x* 志 yy 志 十 5 的 一 团 慎 有 这 依 馈 于 gy 的 其 常 煌 汶 基 上 和 罩 ， 
且 矶 对 于 酌 数 (0085 积分 (384) 有 , 医 祥 * 则 革 式 〈3S5) 确 尝 给 出 方 积 (384) 的 
解 , 且 辽 ( 们 在 区 并 (一 ss， 十 se) 内 的 积分 有 忘 祥 ( 铁 其 属 谨 ;第 405 页 ) 。 

品尝 托 穷 区 闻 的 情况 当 在 具 渔 化 粗 于 羔 总 扶 的 积分 方程 中 , 基本 区 
间 不 是 {一 吕 ， 十 定 ) 而 是 :0， 十 =) 时 ,在 这 个 渴 到 过 后 间 近 斯 迹 境 业 忆 也 能 
梁 用 ,因而 间 题 变 为 更 十 复兴 。 
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我 们 晤 指出 解 这 样 注 程 的 考 法 ; 它 是 BP. &. 闹 克 论 栅 的 艾 这 “ 庆 于 数学 
物 侍 的 孝 个 积分 右 程 "中 答 田 的 ; 且 狐 述 修志 获得 的 车 染 


考察 方程 : 
(330) pf + EdD de 
候 设 棱 是 对 称 的 ; 亦 郭 
(387) K{(—z)=FE{"), 


醒 数 .Fo 在 区 闻 0< 和 rz< 十 ce 上 天 下 人 2) 在 区 一 < 十 吕 上 部 是 已 和 
的 。 对 丁 这 些 融 数 的 假设 将 在 下面 指出 。 症 区 有 间 0 和 5< 十 一 上 地 在 答 图 数 
pw) ， 如 时 认为 当 z 志 0 时 ptr) =0) 划 我 们 可 将 它 解 析 外 二 到达 闻 一 < 
吼 三。 

这 时 当 z<0D 时 ,方程 (380) 熔 出 : 


(399) Fy = ] x (x—tip (ar 


因此 ; 仍 如 佣 为 43<! 时 单位 ) =0， 半 注 训 到 (3 的 我们 可 二 方程 (386) 为 群 
下 形式 : 


(389) gz) 一 PC 二 | “zeDepats 
和 前 面 -- 样 , 配 
BE) Tap; 人 一 7 六 和 人 二 DC， 
得 到 方程 : 
C340) PO SAOE SIAL 


办 淮 归 结 于 了 (99) 晨 向 的 ;因为 当时 了 (3) 是 电信 式 (383) 确定 的 ， 
而 证 这 式 星 面 出 现 了 8 人)。 对 二 我们 玉 膏 ;只 是 下 出 效 : 


C301) Fts) =| ee Firydz 
旋 
是 已 知 的 。 我 们 注音 ， 党 定 吉 基 友 溪 侦 让 苍山 
《382 站 Cr ip(tdt— zr| 区 (ai 


将 C35 昌 的 丽 疯 秉 丹 # 下 且 在 区 用 0 和 X= 上 对 积分 注 启 到 (392)， 我 
从 得 : 


(393) 全 (8) 一 下 人) 二 汉人 8 | | 人 F(t) dt Jaso 
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我 们 用 用 这 关 当 起 代 态 C490) o 

现在 陈述 美 于 了 () 太 下 (如) 和 的 假设 。 设 五 (0 大 奸 糖 的, 蕊 存在 这 祥 正 
党 数 5 征 图 数 
3941 Hr =e"r Kr) 
条 对 可 积 且 汉 一 <z< 十 eo 陡 有 有 限 个 上 升 识 下 阵 区 天, 此外) 当 7z 坟 土 % 
时 (一 0) 且 在 在 这 样 常 浇 必 ,使 

I el 

也 与 天 (2 一 拌 ， 设 了 习 稳 对 可 积 , 且 当 一 ce <z< 汗 me 时 有 有 限 个 上 
逢 或 下 降 区 间 。 在 这 些 候 丽 下 本数 工 付 在 长 条 
C395) 一 < 县 < 十 
的 内 部 将 晤 正则 的, 日 站 到 苹 条 ) 的 境界 二 是 速 糖 的 , 其 中 总 晤 实 部 的 符 具 ,县 
2 在 遍 > 和 时 是 正则 的 , 且 直 到 纯 感 袖 上 是 过 秆 的 。 田 于 (387) 有 工 一 中) 一 
Lls)o 

应 用 第 二 中 篮 定理, 等 马 肚 其, 笋 积 3!9) 大 sF (5) 在 檬 及 的 区 城内 美 于 
楼 是 有 界 的 。 要 注意 的 是 当 <0 时 (7) 一 0 我 们 应 有 ; 


(396) EB{s) = | emp tnd 


于 同比 方 松 着 (9 感 契 对 可 积 ; 则 当 Bs 二 上 时 多 (9 应 是 正则 的 。 pry 
设 当 BE 安 0 时 踢 (8) 甘于 模 基 有 界 的 ， 因 间 本 应 用 柯 汕 公式 到 剖 数 Gis), 
于 前 面 所 谣 的 ; 它 也 可 应 用 到 EC 


, _ 1 fttee 0 sl 1 ftie Ft) 
(397) Dis) Hl jl t= 下 一 dt; Fi = Bai | -es Fo—8 do 


我 们 将 报 届 在 公式 13932) 中 让 >0。 屠 末 在 二 次 积分 中 可 变换 积分 的 次 
序 ; 得 : 


Bs) = Fs) — ol [~ LVI a (Rs>0), 


或 者 代入 (397) 


(388) ” zr) “™ a0 (Rs>0), 

其 中 

(C309) HD =m LI , 
在 以后 我 们 加 要 下 面 的 


引 理 着 i9) 在 展 入 4a 气 启 志 hb 的 四 吏 基 正则 的 ;家 到 境界 上 是 媚 出 的 ， 
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且 着 a<sRs<p 时 乘积 seG (9 关于 民有 界 ; 其 中 必 > 0 则 Go 可 表示 为 和 的 
形式 : 
(400) GT + 60), 
其 中 昌 (9) 在 区 域 BB>4 内 是正 则 购 而 G(s) 在 区 域 Bs <5 内 是 正则 的 。 
从 宁 凸 策 式 站 前 得 和 到 东 明 , 大 出 : 
Ga 一 一 


dT -ie tt- 


- a 1 ft Gr 
Gais) = Dai joi 一 3 dto 


回 到 由 有 从 式 1399) 确定 的 硬 数 瑟 (s) 。 在 更 (9) ; 工 (3) 其 it8) 基 正 般 的 地 
方 , 亦 朗 当 0< 了 各 <e 时 它 这 其 正 姬 的 ， 应 用 上 面 的 引 | 理 到 五 全 ， 且 往 意 到 
(398) 可 断定 当 Br < 时 五 (9 应 是 正则 的 。 

这 裕一 来 ,我 们 引出 下 面 的 辕 果 :和 全 度 在 本 >0 肉 县 正 则 的 ; 面 且 它 德 
介 式 (39 细 确定 的 五 (在 Bass<e 内 是 正则 的 。 男 数 卫 全 臣下 二 是 已 知 的 ， 
且 已 泵 上 西 指 出 了 它们 的 性 壳 。 考 罕 下 曾 的 其 : 

《401 十 一 工人 如 ) 

多 在 长 条 (395) 内 确定 的 目 当 |*| 一 se 时 赵 于 一 。 在 任何 较 灸 第 的 其 条 
~ 二 ote <6) 内 它 具 有 有 了 内 个 零点 。 首先 设 在 1 一 (8) 多 改 点 中 注 
有 有 鳃 让 的。 这 时 我 们 可 选取 这样 迫 近 于 雪 , 使 在 长 条 : 


(402) —c<HRr<te 
内 , 豆 数 (401 根 本 浸 有 茶点 。51 入 玖 数 : 
(403) . Ms) = lgri— Ls)]y 


它 在 其 条 (4023) 的 内 部 是 正则 的 。 从 等 式 工 (一 8) = 区 推出 对 (一 9 二 于。 
对 炊 的 慎 基 这 样 选 定 , 要 使 当 lm s 玉 十 品 时 :于 全)->D, 此 处 Im 5 是 s 的 鲁 感 
部 。 芝 时 由 十 形 1si 的 偶 性 , 特有 当 Im s-> 一 避 时 性 (3)>0， 且 59 寻 (3) 在 长 
这 (403) 内 关于 模 有 界 的 。 诬 用 3| 理 到 和 (8) ; 
(404) Ms) = ML (9) TH 8), 
其 中 弄 (8) 在 BB 六 一 e' 内 是 正 刚 的 而 Ms(3) 在 型 <t 内 是 正则 的 。 

不 崔 配 上 明 ; 于 (9 三 时 (一 引 。 引 天 贺 数 


(405) ai) 一 eeG)ji Ny(s) = ea), 
则 可 以 写 出 ; 
(406) hey =Nits) Na(s)o 
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这 时 沼 Rs 二 一 时 是正 基 的 肌 不 等 于 营 ， 帅 放 人 当 瑚 < 时 不 是 这 
样 。 此 四，NWas) 一 NT 一人。 柄 数 Ms) 及 Ht8) 在 炳 交 返 灶 变 为 潜入 
Ni 用 N09) 剧变 为 一 。 竺 以 0) 代入 (399); 


HO Fs), 
从 而 : 
(407) HO Ns Gs) = FNats) 
对 于 其 笨 19<Re<ef 我 们 可 谨 应 用 引 理 到 可 积 有 (3) Na : 
(408) Fs Ns) = 3) (3) , 


其 中 名 (9 在 Rs>0 内 基 正 期 的 而 则 (5 在 并 <c' 内 是 正则 的 , 且 在 危 涯 远 
处 用 个 了 和 长 部 普 为 者 。 将 i03) 代入 (407) ,可 时: 


HI{S Ns {s) + 0, (8) = (5)o 


近 等 式 的 守山 当 了 < 时 是 正则 的 而 在 端 当 全 >>0 时 是 正则 的 ， 因 之 
十 碳 在 整个 平 硬 上 部 是 正则 的 ]。 在 揪 穷 运 处 它们 等 :于 需 ; 由 于 棕 磋 尔 定理 ， 
用 潢 部 恒 等 干 稚 ; 亦 和 有 : 
{409) B= N80Lis}, 
鞭 且 剖 款 NC8) 及 外 人 匡 以 已 知 融 数 工 (3) 湛 下 (3) 作 为 基础 而 构成 的 。 既 
知 下 :3 可 伐 助 于 垃 普 过 斯 变 横 求 出 mm : 


_ 1 于 Td 
(410) p( = Hr | eg Cs) dso 


山上 上 的 一 盈 各 述 部 可 以 看 盾 是 为 淮 备 导出 (0 而 作 f 的 。 

在 挫 过 的 B. a&. 藉 克 的 脸 交 中 雪 本 有明 人 190) 中 的 积分 存在 : 捍 人 式 人 0 
确定 的 圆 束 pix} 席 星 方 稚 033D 了 在 摊 往 光 点 襟 为 辟 ; 用 这 解 是 唯一 的 。 

设 ow 是 天数 401) 多 最 近 于 禄 媚 帆 的 迁 点 的 实 部 ， 在 提 坟 的 福 充 的 汶 
恒 中 便 诈 明和 济 区 十 程 


(411) p= Kn 
没有 满足 条 件 : 

(A412) | 让 (EC 
的 解 。 


当 琐 数 (01) 有 郑 晤 需 点 时 ,这 情况 的 痢 刘 更 几 揽 漆 了 。 岂 于 工 全 的 充 
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性 这样 零点 的 个 数 是 侣 数 、 到 这 个 数 太 2a。 这 时 可 不明 芥 沈 方 程 ( 持 切 愉 
在 满足 荣 性 导 ] 急 的 呈 个 解 占 CO ya [94 县 区 于 方程 148 的 可 甫 性 的 必要 
且 充 分 的 条 件 是 : 


(413) [ow CoyF (rydr=0, (R=1, 2 ,nye 


如 蛙 这 皮条 件 已 实 型 , 划 方 程 人 36 有 和 解 ， 它 在 天 和 守 淆 点 等 于 办 ,月 这 解 
旺 肉 一 的 。 而 崔 一 性 是 由 于 琴 莹 加 (195 的 任何 线性 粗 合 在 乡 角 远 点 外 不 为 . 
沟 的 吧 故 。 也 可 租 明 画 数 站 他 ) 声 如 到 艇 守 天 的 和 铺 况 订 比 工 仙 某 窦 翰 媳 得 秃 
饺 些 。 | 

54， 章 决 方程” 现在 考 窦 齐 次 六 程 (411) 。 这 时 我 们 必 和 餐 启 尖 当 zx>0 
时 k9) 一 站 且 当 了 <0 时 7 是 由 公式 1389) 确定 的 。 我 们 稀 具 计 蛤 这样 的 
解 ; 它 计 足 潜 件 : ， 
(414) | 
其 中 心 是 某 常 数 且 “是 请 足 条 作 0<a<C 的 加 定数。 从 (4 推出 盏 (9 在 
也 >4 内 中 蚌 正则 的 且 当 Bs>a+s 时 十 有 界 久 ;其 中 50, 

队 (388) 得 电 


Mi 人 Ee- lot atscf IED lad, (<0。 
性 间 
到 训 足 笨 性 se<p<e 的 任 一 数 其 可 写 : 
| fw) | <0| |K 2- leviat, (zr<0), 
或 者 91 入 新 积分 恋 量 Y= 二 t 一 这 : 
Fir) ce [Ey) evady= Ce | Eg ersayy tr<), 
而 yO: 
fin | ace IE Ie Yay, (r<0), 


亦 朗 对 于 小 于 < 的 任何 链 2 有. 充分 迫近 于 c. 的 ) ,我 俏 有 : 
[Fe | Cee, (ro 
内 总 里 ; 出 于 当时 了 =, 可见 当 到 <c 时 六 68) 是 正则 的 ,日 当 Rs < 
=e 时 由 有 办 
强 在 固定 一 个 数 "使 它 满足 条 件 0 <a<c'<c。 
在 县 条 (一 0 中 <Rs<<o 内 六 1 一 荆 (8) 所 有 有 限 丫 ‘ 俩 铬 ;茶点 。 座 ,50y ry 
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sn 是 这 些 寺 点 ， 其 中 可 能 有 相同 的 。 此 处 我 们 不 作 说 有 炖 感 等 点 的 乱 设 。 
作 贺 数 : 
(415) ws) = [1 £03)1 (Sn 


”一 
{其 中 & 是 天 于 的 正 数 ); 它 在 晟 条 (一 ci<B 必 on 内 是 正则 的 , 在 其 中 不 等 
于 畦 且 在 拔 种 远 斥 等 于 一 。 
从 开车 的 仿 性 ， 推 知 老 点 sr 关于 s= 人 0 对称 的 ) 国 而 wts) 地 是 井 国 类 。 
和 [53] 中 一 样 ;应 用 5 引 理 到 辆 攻 lg ws)。 
改变 某 茎 对 号 ;我们 写 : 
lg ws) = lg wals) ~ lg wts), 


且 引 入 新 闻 数 : 
Lats) = (— 1 its) ios Li (8) = 1 {8 3) 


鞠 时 从 (41 中 得: ~ 


(416) 1—L(s) = > (8—81) (5 ~ 82) + (8— san) eo 


这 时 当 Rs> -o 时 五 (6) 是 正则 的 且 不 等 于 堆 ， 而 当 应 <w 时 瑟 全 是 一样 
的 ;从而 模 
下 (ss3 | | 6s287| 


玫 是 有 界 的 。 
内 方程 C390) 及 {41 站 推出 ; 
Fts)y _. Drs) 
{417) ot Tre (Ss—8) (Ss— sa) fae— sn)o 


当 亚 私 o 时 这 等 式 的 正 吉 是 正则 辣 数 ,而 当 Rs>>e 时 右 端 也 是 正则 9， 证 之 
在 整个 平面 上 丽 问 都 荐 正则 的 。 设 了 (8) 最 对 店 的 束 醒 数 。 和 从 上 面 指出 的 信 
有 斯 四 村 了 (C9 : s* 无 的 当 Rss:o' 时 或 当 >c' 时 关于 模 总 基 侣 持 有 界 的 。 
设 : 
1 
Sn 公开 8 


基 图 莹 卫 (3) ;st 在 极点 $ 一 4 的 主要 部 份 。 差 : 
Pris) -( 于 二- 和- :) 


Ea 
在 有 限 距 离 内 丽 有 将 点 且 当 1s|->o 时 保持 有 异 。 由 柳 厅 尔 定 埋 这 个 莽 是 
常数 。 基 注意 当 知 感 部 在 对 应 的 个 村 面 骨 组 眼 声 大 时 下 加 ~0， 期 这 有 时 


9 


3 nd 


后 例 131 
五 8 ”8 一 由: 从 而 二 到 的 党 半 等 村 等 床 印 
Pt{8) 一 妈 寺 的 8 十 小 十 Gn-158t-1o 


国 此 , (447) 的 雨 庙 孝 是 不 萌 于 各 一半 次 的 和 多项式, 国 而 我 们 可 恋 定 作 4) 1 
2113， D1s) 


(418) 5) 一 TR (sl (soy? 
从 而 

-1 2 映 亚 PtP) | 
4109Y Pr 一 Dare | (SE—31) (8 — Sa) {9 — Soar) ~”. 


若 陨 下 (为 任意 人 一世 次 多 项 式 ) 期 这 全 式 输出 方程 (411) 的 一 切 解 , 对 于 
任何 正 数 8, 它 满足 条 件 : 
(420) | 人 | Oe"+es, 

这 精采 严格 的 三明 及 浸 有 对 称 核 的 条 任 (387) 的 齐 次 方程 的 对 给 可 在 维 
焕 军 及 雷 普 夫 的 议 文 中 拭 到 CWiener md Honf ‘Tieber eine Klasse singu- 
lirer Integraleleichunpgen, Prenas. Akad., 1931)。 

甘于 对 称 按 的 锯 现 这 识 交 中 的 主要 车 果 是 : 若 1 一 工 0G) 在 其 条 (395) 内 有 
2n 个 虱 点 ,而 守重 雯 点 按 重 获 计 算 着 于 次; 出 方程 :411) 恰 有 *# 个 解 , 它们 满 
必 条 件 (420) ,是 这 些 解 有 如 下 形式 ; 

(421) DP) 一 之 权 人 人 全 于 人 《EN , 

其 电 息 约 答 号 用 对 于 扣 到 购 一 其 要点 抽取 的 , 几 Q(z) 是 不 冲 于 (mr 一 了 浆 的 
地 大 让; 其 中 性 是 苦 点 5 的 向 。 上 天 是 这 样 的 教 ce 有 在 其 条 中 < 下 一 下 
及 一 5 一 Rs 一 一 o 内 画 数 4 一 (3) 溉 有 者 点 。 

和 通常 一 样 [IIIs; ?gj， 记 号 六 (e 5 表示 一 个 量 ， 对 于 世 来 说 ， 梁 积 
arD fei 当 Y> 二 co 时 保持 有 界 。 所 述 辕 果 是 情 助 二 公式 ( 生 19) 而 获得 和 的。 
站、 例 ' 1， 考察 对 称 核 : 

KT) 一 El | 和 当 ?0 时 3 
X87 站 工 雪 日 时 ， 
其 中 % 是 实 参 数 。 我 州 可 到 小 宁 一 的 任何 正 数 作为 e( 及 o)。 国 数 工人 9) 峙 
是 : 


<22} 工 (3) 二 多 | Ee-sre-rdy + pe-srerdr= 
0 一 到 上 一 83 
阳 
加 3 .号 一 
(423) 1-L() = -一 2 
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这 画 数 的 零点 是 : 
{421) Xe 一 圭一 2 
井 珊 为 和 < 二 , 且 引用 正 数 i 
6 一 工 一 223 
因此 2. 一 土管 凯 虞 证 分 艇 政司 0 将 是 : 


1 _#s+1 。 8 一 
IJ— Les) su BH 一 al。 


秋 归 (403), 当 各 三 (5) Na09 必须 分 作 了 时 ;起 中 信人 的 当 环 关 0 时 是 正则 的 ， 
而 z(t) 当 弄 <4 时 是 正则 的 , 帮 是 二 者 企 氢 深远 点 此 放 竺 于 加 。 这 财 必 医 
记 起 的 基 ; 当 Ra>9 时 所 (8) 晤 于 则 的 此 它 在 拔 劣 二 成 等 于 零 。 不 难 恰 有 天 ， 
待 际 歇 分 解 式 有 加 下 形式 : 

Fi 3 sD) (a DF Dt 


Bu 她 一 此 ， 呈 一 中 


然后 按照 (409) ,我 们 得: 
D8) 一 hm PE Ch 


Ci 
用 当 》< 立时 ?方程 
人 一 /人 | ee 三 


的 解 有 如 下 形式 : = 


(4125) TO or A I 4 qo, 
(Or 

用 在 诗 询 章 次 志 程 ; 
(2 pm ->x| -lnmitaty 
及 过 用 四条 中 的 结果 。 若 之 0 则 图 数 (423) 在 层 笑 一 工 <Es < 十 1 的 内 部 
说 有 需 所 国 而 对 于 在 区 间 9 <a<1 的 在 柯 # 方程 (6) 开 有 雍 是 御 茜 i41 沁 
自 记 PF。 ;车 久 守 0 日. + 方 型 迪 闭 C423) 有 不 相同 的 容 怀 (24 ， 且 按 申 从 浇 
CD ;可 赃 国产 让 下 让 为 而 下 形 志 ; 


， 加 了 ; 
(427) 1 -Lis)e 记名 (~ 91) (9— 8) 
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其 中 Ls) =s+1} 有 人 一 一 


1 Lr 
宪 这 储 屁 n=1， 因而 除了 一 个 常数 因子 不 室外， 方程 (426) 的 一 个 解 由 
县 式 ( 纪 9 所 记 定 ;其 中 了 全 是 常数， 可 证 为 它 综 了 一 : 


. ee sl -一 全 3 


《村 守信 3 的 (一 rt 遍 十 2 本 1 


Dare 


在 这 公式 中 当 0 一 -3 时 处 5 二 22 ;日 日 当 X> 3 时 陪 5 二 9。 休 积 
分 直线 的 左边 泊 加 全 称 很 大 的 下 区 周 , 考 用 的 六 于 肥 角 儿 定 型, 得 到 : 


上 BL vr 1 gig 


A429) wlr) = 
(429) PI) 7 To 2 一 


车 Li 42) 有 -多 堵 点 sa0, 目 公 式 (428) 夫 出 
(430* Pr =l1+xs 
0 3 时 ; 解 (429) 如同 本 于 * 一 样 过 境 大 ， 和 MT 去 的 慎 就 是 我 
们 在 [88] 中 租 记 作 oo 和 的 。 在 这 帖 光 ,方程 420 浸 有 满足 条 件 (412) 的 解 。 汪 在 
弯 太 > 二 且 记 二 二 弘一 4 全。 和 解 导 29) 可 写作 巾 上 成 : 


pL) 008 nx Sl 种 芝 2 
于 


于 是 ,在 这 傅 死 方程 (420) 有 有 界 解 。 当 = 二 时 解 (430) 如 同 “的 一 次 需 一 
样 地 增 入 。 当 “> 二 时 我 全 有 非 齐 次 方程 (4356 的 可 解 条 件 ， 这 在 153] 中 已 
稳 均 到 过 : 
| [cos 3 十 In SD ) py (raz= 0 区 人 ‘I+oOF rdr=0, 
3. 沽 多 齐 次 方程 , 它 的 核 是 由 下 介 么 式 (米尔 因 方 程 ) 确定 的 : 


i 一 上 
fir -了 一 tt, 


淄 x= 时 ,这 醒 数 变 为 lg 阶 的 拓 筹 大。 前 古方 法 的 水 用 在 这 情况 不 受 影 
喘 ( 余 闭 克 机 尔 及 埠 普 夫 的 诡 芍 》。 
作画 数 工 必 ) ; 
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Lt) = 上 站 | [到 | 人 cr 一 


= 六 od | 六: 所 ie 

"1 

在 第 一 项 中 的 二 次 积分 急 异 于 计算 -一 个 二 下 积分 ， 和 分 区 起 是 平面 (zy 四 上 
第 - -象限 内 演 现 不 等 式 过 z 的 部 份 。 进行 积分 次 序 的 交换 ， 可 娠 这 第 一 项 
写作 形式 : 


下 | | 1 a EL 
-一 | 一 -一 ar 一 | 一 一 一 一 
a | | t zh E oto 


地 导出 的 积分 是 可 应 算 唱 的 ,例如 ,对 佑 数 3 或 徽 商 : 就 得 姜 : 
| d= id 
内 中 我 们 假设 s 的 笑 部 小 于 一 。 完全 一 样 地 可 计算 在 二 (3) 的 条 法 式 中 的 第 
二 项 ; 且 得 车: 
L'a) = =7lg gt 本 一， =r+irj 1l<r<1), 


上 目 必 贷 取 于 术 的 扩 数 人 ,使 3 一 和 时 它 训 为 老 。 屡 开 对 烙 为 需 和 字数, 我 们 
硝 翁 汶 如 
1 了 十 号 


1 1 


清二 各 过 点 3=0。 
可 以 语 明 , 祷 浸 有 实 部 包含 在 区 了 辣 ( 一 1，+ 负 的 内 部 的 其 他 辟 点 。 图 数 
(415) 昱 晤 : 


_ -1 1+s ,33 一 1 
8) G a Ts ) 本 


其 次 ,可 以 确定 lg (8) ;L118) ,因而 最 后 斤 委 式 (419) 讽 可 得 到 p (x) 。 

56， 有 柯 西 核 的 第 一 驯 积 分 方程 ”现在 车 手 于 在 -亲情 况 内 
某 些 简章 的 积分 方程 的 你 杰 , 在 其 趾 的 积分 应 认为 是 主 值 意义 的 
LIIIs; 361。 这 时 应 用 以 前 扔 这 过 的 联系 着 积分 的 主 馆 及 柯 西 型 
积存 [IT 26, 27, 28] 的 若 果 。 这 样 的 奇 性 积分 方程 的 基本 更 
识 是 由 博 安 加 雷 及 希 尔 信 特 所 给 出 的 。 至 子 以 后 关于 这 理论 的 下 
三 泛 的 长 谋 是 由 苏联 数学 案 效 得 的 。 在 一 杂 情 况 因 从 部 进 前 的 系 
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二 国 省 只 本 县 是 


科 ， 1946) 扩 二 Il. 旨 刘 所 等 " 奇 必 积 分 方程 诅 及 类 此 边界 问 是 

(莫斯科 ,1950) 一 青 中 。 对 于 这 理 崔 的 一 般 介绍 还 要 指出 0, 工 米 

哈 林 的 论文 “奇异 积分 方程 ”数学 科学 的 进展 ,IIL， 3(25) ,1948) 。 
尽 后 ,我 们 驹 到 章光 滑 贸 得 是 俩 为 它 的 方程 为 : 2 一 2(s) ,y= 

一 4 fs) ,其 中 3 是 弧 长 旦 两 数 Y%(s) ,90s) 有 直到 二 阶 的 下 纺 导数 。 
从 具有 柯 西 核 的 第 一 种 积分 方程 开始 : 


(481) 二 | 一 了 (后 ， 
其 中 工 基 笠 溢 且 图 道 ,f 6) 是 已 知识 数 ， 且 在 上 满 是 学 普 项 慈 条 
件 。 


甘于 待 来 面 数 w{7) ,将 巩 它 满足 李 普 希 楷 条 件 。 
以 前 我 们 甬 有 公式 [1Il,; 23] : 


(482) WT (em Dm ws), 2 a Jaé = oD), 
从 它 立 即 有 , 画 数 
(488) (= 二 | 芋 写 


满足 方程 (481)。 不 难 禁 出 , 这 方程 的 解 是 唯一 的 。 事实 上 , 区 
(48D 的 雨 端 乘 久 二 二 二， 对 二 积 分 上 注意 (482), 我 们 得 到 
(483) 。 简 单 议 来 ,由 于 公式 (482) 所 联系 , 自 式 (481) 及 (438) 是 互 
为 因 朵 的 。 应 指认 的 是 ,如 果 (8) 满足 们 普 希 束 第 件 , 草 从 (483) 
立即 推 知名 (中) 也 满足 这 条 件 [ITI; 27]。 

57， 解 本 西数 的 边界 问题 “在 情 到 有 柯 西 核 的 积分 方程 的 
求解 之 前 ,我们 要 对 于 解析 责 数 里 旺 边界 间 硬 进行 计 座 。 预先 中 
出 一 个 新 村 爹 芋 史 证 明 一 个 情 助 完 理 。 

疏 某 而 数 关中 在 s= co 的 痢 左 内 是 正 且 的 。 如 果 在 乱 穷 远虑 


1 站 这 - 一 弄 ” 各 允 直 禄 


， 痢 域内 宇 的 屡 式 有 形式 : 


(484) ft{2) = 2 do t+ 全 上 (ro DY), 


二 旭 定 在 经 穷 远 点 有 有 限 级 , 且 整 数 m( 正 , 负 , 或 堆 ) 称 作 了 (2 在 
无 穷 远 点 的 级 。 半 %*0, 旭 Po) 在 点 z=: ce 是 正则 的, 若 mw>0， 
则 z=oo 是 (的 极点 。 当 mm<0 时 ,我 们 有 (co) =0。 

定理 般 了 (在 2 的 信 不 面 上 是 正则 的 , 上 且 在 无 穷 远 点 有 有 
限 裔 ,其 AD 是 多项式 。 

在 所 车 察 的 情况 展开 式 (434) 在 < 的 双 丕 面 上 在 立 , 且 这 展开 
式 应 当 不 含有 * 的 负 弓 ,因为 <=0 应 该 是 (2) 的 正 划 点。 这 样 一 
水 ， 当 史 >0 时光 数 f() 是 多 项 式 , 而 当 %==0 时 是 常数 ( 迁 次 多 
项 式 ) 。 在 特殊 情况 ,这 常数 可 能 为 零 ， 恒 等 于 雾 的 画 数 也 将 酒 为 
在 无 穷 远 点 有 有 限 般 。 它 的 级 算 做 等 于 零 , 正 像 不 等 于 零 的 党 数 
一 样 。 所 证 的 定理 实 晓 上 是 贿 亲 和 东 定 理 的 拓 广 fIITs; 多。 

长 工 是 光 请 阴 围 道 。 求 解 -下面 三 个 边界 周 题 。 

关 题 1 求 在 工 的 内 部 是 正 有 的 责 数 p17 (2) 及 在 二 的 外 部 此 
焉 到 的 此 在 无 发 远 点 有 有 限 圾 的 画 数 2-(， 使 这 南 个 函数 让 旨 


了 都 是 带 利 的 ， 昌 在 二 上 有 关系 式 : 

(486) P(r 在 工 上 )， 

其 中 8(o) 是 在 二 上 满足 李 普 希 共 条件 的 以 知 复 因数 。 
公式 : 

(436) ge) = | Cs dst 


关 二 二 天 OLEDE 
数 pi (zj ,县 在 然 穷 泛 点 等 于 需 。 
由 于 对 柯 丁 型 积分 的 极限 值 公式 [TIT,; 28] : 


i ， 租 析 本 数 的 翅 界 册 是 T87 


pi = + or), 好 


TT 


{437) 


,1 ff 
p57) =—— fr) + | 工区 ~- ade, 


我 个 轩 到, yp5 (TT 及 ga tr 多 足 休 件 人 85) ， 亦 训 公式 (4860) 检 出 间 
题 工 的 解 。 不 难 和 外 出 ，g8 (7T) 及 go lr) 也 满足 李 普 希 姥 条 件 
[IT,;2 。， 有 显然, 面 数 


(488) pO) = 7 | dr + Pz) 
也 花 计 问题 1 的 解 ,其 中 了 (是 尾 意 多 项 式 , 灶 H gf 人 7) 及 pr) 
江 足 枉 普 希 兹 条 件 。 


我 们 证 月 ,这 公式 营 出 问题 1 的 - 切 解 。 训 Pt 人 及 oa 是 

阁 题 1 的 任何 解 。 从 (435) 及 对 于 gol2) 的 司 样 关 系 式 有 : 
p(T) PE =p gi) (tr 在 LF), 

栗 名 起: P12 pi; (2) po 
在 五 上 有 梢 辐 信 , 这 也 就 是 谣 这 十 个 着 确定 在 从 不 面 上 正 贞 的 而 
数 [IIIz; &4] 旦 在 无 穷 迹 虑 有 有 限 级 。 由 于 上 茄 证 明 过 的 完 理 指 
出 这 量 个 差 等 二 周一 多 项 式 卫 (o ,从 而 得 着 到 式 (488)。 

如 果 规 定 了 条 件 orfee) =0, 因 在 公式 (438) 中 必须 会 
了 (2 三 0。 现 在 我 们 彼 述 第 二 问题 , 宪 旺 希 尔 信 特 首先 讨论 的 , 并" 
世 以 后 将 名 为 点 ， z 一 0 是 在 工 的 内 部 。 


Me Ne 
时 本 二 鲁 血 四 下 时 rr 一 


六 有 人 下 


(439) g(r 在 了 .上 ) 
代 估 条 件 (435) ,其 中 g(r) 县 在 .上 游民 李 普 硕 兹 条件 及 不 等 于 
零 的 已 知 复 仙 数 。 


议 丰 证 整数 , 昨 和 给 于 当 态 + 在 图 道上 环行 一 周 后 gL?) 的 幅 
秀 获 得 的 增 县 除 以 3: 
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] 
{440) 让 一 可 [larg Ge 
下 国 数 : 
(441) yolT, =T "g(r) 


的 幅 角 当 环行 图 道 工 一 周 后 没有 改变 , 因而 谤 9o (如 在 上 晨 
秋 炳 副 数 。 这 时 我 们 可 国定 对 数 的 任何 一 去 。 

个 难 址 朋 , 诺 go (7) 也 像 go(7) 一 样 满足 李 普 适 蓝 条 件 , 我 们 不 
售 留 在 这 一 点 土 。 作 男 数 : 


{442) volz) = ee ™, 
其 中 
wn 


一 般 地 退 , 当 z 在 顽 的 内 部 及 外 部 时 ,这 肥 式 确定 不 同 的 正 
有 西数 : 
(444) We {2) =erts; py (2) = eratn, 
且 利用 对 于 柯 西 积分 的 极限 值 公 式 (487)》 可 立即 检 且 出 画 交 (44 
在 世上 洞 足 关系 式 : 
(446) dT} = (TI po (rT), 

351 进 在 工 的 丙 半 及 外 部 为 正 有 的 新 丽 数 : 
(446) 时 (二 一 时 (人 pi) =Amby 2) 

注意 到 (441) 及 (445), 我们 漂 出 ， 9 全 及 邮 ( 雪 是 希 欠 伯 特 
草 次 问题 的 解 。 从 (448) 及 (444) 知 aofce) 一 0 及 由 (20) =1, 因 
而 由 于 (446) ,可 断 营 pg5 (2 在 角 穷 远 点 的 授 笑 于 (一 从 。 

还 应 注意 的 是 ,9 (2 在 任何 点 都 不 为 壳 , 而 p5 (人 只 在 yee 
”时 可 变 为 各 。 漆 卫 (z) 是 任意 多 项 式 , 朋 厅 数 
(447) br{) = Pa pi 2); Ys) = P{2) pr (2) 
也 是 希 尔 但 特 齐 详 间 是 的 解 。 若 mw 是 P(2) 的 次 数 , 有 由-(zy) 在 钴 穹 
远 点 的 报 等 于 (ma 一 从。 这 时 , 像 在 问题 中 一 绊 , p+(7)} 及 g-(7) 
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江 足 李冰 希 到 条 件 。 
还 要 证 明 , 公式 (447) 确定 所 提问 是 的 一 切 解 。 训 实 上 , 坡 
9*(2) 及 pg (2) 是 阅 题 的 性 何 解 。 此 式 


pi) p72) 
(448) - Ti czy po 


分 别 在 荆 的 办 部 及 外 部 是 正则 的 , 且 它 们 之 中 的 第 二 个 在 儿 淄 远 
点 有 有 限 般 。 此 外 , 这 两 个 比 式 在 亏 上 是 相等 的 。 因 之 , 关系 式 
(448) 确定 在 全 平面 上 是 正 妈 的 醒 数 且 在 无 穷 远 点 有 有 限 郁 ,因而 
由 于 上 面 证 明 的 宪 理 , 这 商 数 是 多 项 式 , 从 而 得 着 对 于 p+(z) 及 
p- (2) 的 肥 式 (447)。 

问题 3 (着 尔 伯 特 暮 齐 次 问题 在 前 面 问题 的 同样 要 求 下 来 
求 ' (人 及 g- 人; 但 以 下 面 的 条 作 : 
《449) p(T) 一 (To tt Fr (在 二 上 ) 
代替 条 件 (489), 其 中 g() 及 7 者 是 在 了 上 满足 李 普 希 栓 条件 
机 了 有 yg(7) 0, 

Pi (2) 及 pi (z) 是 所 建立 的 问题 2 的 解 , 且 嗣 它们 都 不 为 
雳 。 从 (489) 得 着 : 9( ?) 二 gi (7): pa (7), 将 这 而 数 代 入 (449)， 
因而 这 条 件 可 号 作 如 下 形式 : 
， tiT -fz TY 


东 即 我 们 妇 替 到 对 于 此 式 -名 的 问题 1, 从 面 由 于 (438) : 


sy DL jy, 
(431) po ™ Bn? | DF ra ot), 


其 中 卫 (?) 是 任意 争 项 式 , 因 之 最 后 得 : 


; ool) [f(r) 
G59) p= ry +t P(e), 


对 位 于 荆 的 内 部 的 区 域 , 我 们 应 取 p58 (2) 以 代替 go (23), 砚 对 
位 于 上 上 的 外 部 的 区 域 则 取 go (2)。 公式 (452) 葵 由 十 征 3 的 一 般 
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解 。 画 数 gp8 (及 9g5 (2) 由 公式 (446) 确定 而 数 下 是 由 下 式 (440) 
确定 的 。 右 端的 第 一 项 在 无 穷 远 点 的 航 为 (一 上 一 全 而 第 二 项 的 胡 
为 (m 一 如 ,其 中 办 是 (办 的 次 数 。 如 同 前 面 的 问题 一 样 ，p+ (7) 
及 9- (7) 满 足 李 普 希 兹 茶 件 。 

现在 项 明 关于 问题 3 的 那些 解 在 无 劣 远 点 变 为 雳 的 间 题 。 换 
句 语 襄 ,我 们 导 求 在 乱 鹤 远 点 有 负数 级 的 解 。 考 处 次 列 各 种 情况 : 
b>0, 48 二 0 及 上 <0。 若 >0, 则 肥 式 (452) 的 第 一 项 在 扰 穷 远 点 
有 负数 般 , 而 第 二 项 当 且 仅 当 mm < 时 在 无 汰 远 点 有 负数 籽 , 亦 印 
当 #>0 村 ,如 果 取 了 (2) 为 次 数 小 于 的 任意 多 项 式 , 剧 公 式 (459) 
烙 出 问题 3 的 在 无 穷 志 点 等 于 零 的 一 般 解 。 在 这 情 碗 我 们 有 扰 穷 
多 个 问题 3 的 解 , 它们 在 悉 德 远 点 等 于 零 。 一 般 解 含有 冯 个 任意 
常数 [就 是 了 (2) 的 系数 ]。 

车 0, 有 第 一 项 在 急 汶 远 点 的 报 仍 然 是 负 的 , 而 在 第 二 项 、 
中 必须 取 卫 (z) =0。 避 时 间 题 3 的 解 显然 是 唯一 的 。 车 8<0, 凤 
注意 于 上 面 光 过 的 关于 到 式 (452) 的 右 端的 省 项 的 航 , 必须 取 
P(2) 二 0, 队 此 以 外 ,在 第 一 项 中 应 不 含有 21 xz?,…, 加 的 各 
项 , 亦 朗 在 当 |z' 充 俘 大 时 成 立 的 积分 展开 式 : 


I HD dm TD go 
Dm |. 二 Po (FT) LT— ry Drs | Prey] cr 
zr { fr) 
Br Jj, pir) dr— 
中 应 不 含有 29，…' ,x 的 各 项 。 湿 就 引 到 问题 3 有 在 乱 窍 远 
点 等 于 零 的 解 的 必要 且 充 分 的 条 件 : 
A _ 
(C468) py dT=0, {#8=0,1,.,F—1), 


浊 汪 此 条 件 洋 现时， 团 题 3 在 无 穷 远 点 等 于 零 的 解 是 唯一 的 
且 由 仅 式 582) 在 了 (三 0 时 所 确定 。 
58， 有 柯 西 核 的 第 二 种 积分 方程 ”考虑 万 稳 
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(G54) A PO + EO Eap), 


其 中 4(6)，B(E) ， 了 (6) 都 是 在 上 上 满足 李 普 希 阔 条 件 的 已 知 画 
数 ,并 且 座 为 
(455) A(E}+ BI(E) #0 有 及 ACE) -BE RO (在 LE)。 

待 求 的 解 g{E) 也 是 在 满足 李 普 希 翡 条 件 的 而 数 类 中 。 引入 
诅 数 


(456) Bz) = zr| 2 ar, 


电光 和 一 
在 前 面 指 出 的 记号 下 从 (437) 得 : 
(457) P= 人 BE) -TE), 


(4581 | 2 dT = 人 Br (0) + (Eo 


TE TO—tE 
代 人 (454) ,得 到 : 
(459) [A(E) + BeBe) [A — BO =7 (0) 
或 


ie A(E) ~ BE) 6; (2) 
(460) B (0) = Ble 于 (+ ey 


语序 加 (wz) 必须 是 问题 3 的 解 , 它 当 z= 时 等 于 雳 县 满足 条 件 
《458)。 上 及 之 , 设 有 这 样 的 钙 (2) 。 由 公式 (457) 确 定 了 gqg( 操 , 就 有 
了 对 于 甸 (9 的 公式 《456) [5 科 ， 从 它 显示 内 (458)。 从 (467) 及 
(458) 确 定 了 甸 +( 引 及 久生 且 代 入 (460) 中 ,得 汉 (464)。 这 样 一 
来 ,六 程 (454) 的 求解 与 在 边界 条 件 (460) 下 问题 3 的 求解 是 等 价 
的 。 这 时 pt 由 公式 ( 折 7) 确 定 。 为 了 获得 问题 的 完全 解决 , 现 
在 只 要 应 用 L597] 中 的 灶 果 。 按 照 侠 式 (440) ,引入 整数 


_ 1 fo A BE) 
MD tL] 
蕊 称 作 方程 (459) 的 指数 。 
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避 (多 是 在 条 件 
D+ EY _ A(E)—B(E) 5 GE-(&) 


AtE)y + BE) 
下 区 题 2 异 于 等 的 解 , 我 们 在 此 站 中 已 琶 作 出 过 这 个 解 。 考虑 三 
种 情况 : 
(1)k>0。 让 时 我 匀 有 : 
(462) (2 = 


BOF xD 
Gri [Ce Ber TB er) (rz) 多 了 十 Pil (2, 


其 中 Peit2) 是 t 一 1) 突 的 性 意 多 项 式 。 
(208=0。 拥 由 公式 (462) 在 Pii(l?) 三 0 时 表达 亦 包 


Bo (2) fr) 
(M63) BO) = 2 | [LAs Br) Dr Cr) (rt—2) cr。 
《3 6<0。 允 于 问题 3 有 解 的 必要 旦 充分 的 条件 是 : 


\464) dr=0, 


| TFT) 
[A(r) + BCT I 
{s=0Q, 1, 人， 一 站) ， 
而 和 且 如 果 这 些 条 件 实现 ,出 解 由 候 式 (463) 来 表述 。 
利用 会 这 (452) 及 (46 门 ,我们 现在 可 获得 方程 (454) 的 解 。 这 
时 我 们 必须 应 用 柯 西 型 积分 的 权限 公式 。 这 梯 一 来 ; 当 安 0 村， 
得 到 : 


465 ple) — Tar pes T+ 
{(€) ~ (€) _f@ grt 
3 LA TBO I Ce 
+ Bie —B (6) Pr td), 
并 且 当 k=0 时 Pri() 二 0。 当 #0 时 , 营 条 件 (404) 实 现 , 我 们 
也 得 到 词 样 业 果 ; 其 中 只 和 须 P,_1(5) 二 0。 


岂 计 里 立即 推 得 齐 座 方 程 


吕 ， 对 了 于 攻 段 情况 的 过 界 间 里 i108 


(466) A vO + EY | 2 ar=0 
当 48>0 时 有 通 解 : 
[467) PO = [Dt (EE) — Bo I Pe (A), 


而 当 帮 和 0 时 方程 146 的 只 有 替 解 。 公式 (26 站 葵 用 方程 (46 间 的 下 
个 绪 性 无 关 的 解 : 
(468) pg(E) = [Bs (€) — Er EE, (e012 bl) 

内 此 , 当 呈 >0 时 ,对 于 尾 何 了 (EE) 非 齐 次 方程 ( 扰 和 可 解 , 而 齐 
次 方程 (466) 有 个 嫉 性 扰 关 的 解 。 当 一 0 时 ,对 于 任何 了 (6) 广 
程 (454) 可 解 是 有 唯一 解 ,而 齐 次 方程 (466) 公有 零 解 。 当 1<0 时 
我 代 有 方程 (454) 可 解 的 (一 太 个 条 件 (464), 且 当 这 些 条 件 洋 现时 
方程 ( 绰 和 厚 瞧 一 解 。 这 时 齐 次 万 程 只 有 尝 解 。 叶 处 的 车 果 基 和 
导 常 弗 列 铠 和 蒙 方程 的 针 呈 有 所 不 同 的 。 

要 注 认 的 是 ,第 一 和 方程 

a 


5 LT 

是 由 方程 (45 人 4) 取 4(E) =0 及 B(E) = > 而 得 到 的 特殊 情况 。 对 
于 这 特殊 情况 二 0。 

59， 对 十 禾 段 情况 的 边界 间 题 “现在 讨 坎 [5 中 的 同 题 的 交 
冬 情况 , 即 代 蔡 阴 力道 荆 以 实 幅 上 的 秋 段 [4 四 。 今 后 经常 以 并 2 
记 这 样 画 数 , 它 在 [4, 丰 的 外 面 是 正则 的 ,在 儿 汐 远 点 有 有 限 籽 ,在 
[4, 习 的 上 面 及 下 面 坦 到 [ce， 中 上 是 连 入 的 ， 但 端点 可 能 除 和 分, 且 
在 妈 点 附近 有 牛 计 : 
(469) [3 < 下 各， 
法 中 4 及 ea 是 常数 , 0 入 we< 工 及 。 是 器 点 之 一 , 环 序 c=4 或 c= 了 
用 亚太 六 (部 更 的 在 [e, 亲 上 从 上 上 画 及 - 壕 而 取 的 村 
限 值 。 
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本 1 求 下 z 使 当 <E< 时 有 关系 式 : 
ELE 人 的， 


EE 
ei 


妇 同 [二 裤 中 一 样 ,公式 : 
(470) Bz = 工 [ Zu) 《er 二 Pa) 


汉王 了 
纵 出 间 题 的 解 , 其 中 Po 是 任 瘟 移 项 式 。 条 件 (469) 可 直接 地 模 
据 这 样 事实 来 检验 , 即 在 端点 附近 (2) 有 形式 IIL; 27] : 


5 人 一 


其 中 下 (2z) 当 z>c 时 有 有 限 梳 限 可 以 证 明 , 仅 式 (470) 烙 出 半 题 
的 一 切 解 。 我 们 所 证 这 个 事情 。 发 (2) 及 名 (2z) 是 间 题 的 宙 个 
解 。 只 须 萎 明基 ofs) 一 (2) 一 人 (的 匙 多项式。 也 像 [好] 中 一 
样 , 这 差 在 本 平面 上 是 正则 的 , 但 端点 2 二 a 及 z=8 可 能 除外, 旦 
在 盘 寄 远 点 有 有 限 角 。 镜 下 米 要 闫 的 是 (2) 在 z=4 及 z=8 二 点 . 
也 是 正则 的 。 

我 们 注意 m2) 在 z=c 点 附近 有 估计 (469)。 容易 证 朋 , 当 具 
有 让 样 居 计 时 必 ( 罗 在 点 2=c 也 是 正 姑 的 。 为 了 输 荆 这 个 事实 ,只 
须 重 复 在 [IIIs; 10] 中 的 定理 的 证 明 : 若 了 (四 在 点 * 一 e 的 闻 域 内 
是 四 值 正则 的 昌 边 模 有 界 的 ,期 它 在 点 2=a 本 身 也 是 正 刚 的 。 这 
时 有 界 条 件 |f() | 志 双 可 以 复 成 条 件 (469), 环 邹 | 了 (| <- (os 


<a<< 攻 对 于 证 朋 温 有 什么 报 害 

阅 题 1 满足 条 件 G(cc) = 0 的 解 是 在 (470) 中 合 (=0 获 
得 的 。 l 

下 面 的 问题 考 患 为 当 g(E ) = 一 1 时 的 特殊 情况 。 

问题 2 求 南 数 @g 使 当 a<g<5 时 有 关系 式 : 
(471) BE +G-(E) =0。 


加 ， 对 千 纺 心 情况 的 这 豆 央 于 195 


要 注意 的 是 , 当 z 环 黎 。 点 一 周 时 wz 一 5 变 号 ,我 们 可 和 写 出 赔 
“ 题 2 的 于 面 的 解 : 


(472) Bo (2) = J ey ' 
涉 中 根 式 的 值 是 随意 取 尖 的。 这 个 解 在 彼 和 平面 上 不 等 了 等 县 
Doo) =0, 
辣 题 的 解 也 可 是 : 
(478) B02) 一 wz Gi bv) ' 
其 中 了 (2 是 任意 多 项 式 。 这 公式 苛 出 问题 的 一 切 解 。 事 实 上 , 洲 
B() 是 问题 的 任何 解 ,项 类 供 于 在 阐 题 1 中 所 作 的 一 样 ,不 难 趋 明 
此 式 区 (22): Bo (2) 是 和 多项式, 从 而 得 到 (478)。 
同 题 3 求 攻 (wy 使 当 z<&<5 时 有 关系 式 : 
C474) DE + 一 ftE), 
其 中 ft 如 是 在 表 况 段 [&, 避 王 铬 足 孚 普 看 裴 条 件 的 马 知 基数 。 
注音 测 五 他 满足 条 件 (471) ,我 们 可 将 条 件 (474 写作 形式 : 
三 + 一 
首 邹 我 们 有 对 于 画 数 56(2) : C2) 的 骨 题 1。 
| 我 们 这 样 来 确定 公式 (2) 中 形式 的 秆 ,于 琅 询 下 (在 z==oo 
兵 淹 域内 的 展开 式 从 2 :开始 。 这 时 在 截 眉 [4, 站 的 上 岸 根 式 
VE 一 中 媳 一 起 是 二 有 正 系数 的 纯 坑 数 。 如 果 毅 为 这 根 式 的 全 是 
这 和 样 的 ,用 条 件 (475) 可 活 达 为 如 下 形式 


(476) 委 妨 - 区 (EV ESA Ey, 


我 们 证 明 , 画 数 , 
(477) ACE 一 二 人 一 去 
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在 朋 料 段 [e, 5] 上 满足 指数 等 于 二 分 之 一 的 李 普 希 长 条 件 。 为 了 
这 个 证 明 , 利 用 显明 的 不 等 式 
(478) VatB -va<v|B| ,as0,atB>0, 
洪 《 及 7 局 十 [a, 町 。 分 
a= 0); atH=(€—4) (EH, 
从 (478) 获 得 : 

VEDG-H- VO 
Nat EE ator 
A 

从 而 , 注 闪 于 EE 十 wn 计 24 入 有 有 : 
VE BE VO—DENMav Int 
完全 类 但 地 可 证 : 
Vo- GB-D—NV ED OSV a ,ne), 
亦 色 
ACETITCET A 
从 而 看 出 本 数 (477) 在 线段 [a, 习 上 满足 指数 < 一 也 的 李 普 希 蒜 条 
件 。 因 之 , 眉 式 人 76) 的 右 端 的 他 部 也 满足 李 普 希 粥 条 件 [IITs;27]。 
对 于 画 数 多 (2); (2) 来 解 具有 边界 条 件 (476) 的 问题 1, 我 们 得 
到: 


(479) Bz) = 


| (Ear 
Omi rz 一 cf 一 区 至 一 名 
2 

《一 二 人 一 芒 
其 中 己 tz) 照例 是 尾 伍 和 多项式。 应 用 柯 西 积 共 在 继 眉 的 映 点 附近 
的 估计 ,容易 检验 两 数 479) 铺 足 条 件 0469)。 如 果 我 们 楼 求 获 
得 满足 条件 罗 (o0) =0 的 解 ， 旭 应 在 至 式 导 19) 中 分 忆 人 等 于 党 
并 


8。 对 于 坟 妇 请 沈 的 妆 界 于 是 197 


DY Cr 2) (rd) 0) (Fp 十 


(480) Bt) = ed RN 人 -oy Ls) 
在 解 表 题 3 时 可 局 规定 下 (2 在 糯 段 的 端点 多 淹 域 内 是 有 和 界 
的 附加 条 件 。 这 时 代 匠 问题 2 的 解 (472) 我 们 应 应 : 


(481) Bs) = a) sb), 
有 代替 公式 (479) 获得 : 

四 VC 一 中 全 一 人 JE 
(2 PI = 2 上 Vor 


+ Pv (2z— a G0. 
为 了 村 获得 满足 牺 件 到 (ecoj =0 的 解 ， 我 们 应 分 Pt2) 三 90, 且 
此 外 应 泣 是 下 条 件 : 


(488) | ~ (下 一 rs 


匡 有 轨 性 只 规定 在 端点 z=&, 怒 代替 (48]) 应 了 到; 


Bo) 一 -ft 1 


T=, 


且 代 天 公式 (482) Wi : 
wr [Tb TT z 
(484) 人 “5 Y | VT 1 dF 
十 如 (2 


在 这 俞 况 , 对 于 任何 76) 我 们 有 满足 茶 件 惠 (co) 一 0 的 唯一 


一 tb 
(485) B02 = Pe Lye ye fT 一 站 Le a dr 
我 们 不 保留 在 公式 (482) 及 (484 的 证 明 上 。 宕 可 在 前 面 提 过 
的 HH, HL. 穆 斯 黑 利 施 维 里 的 吕 中 找到 ,在 前 面 几 段 的 氢 这 中 已 殉 
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这 样 引用 过 了 。 
60， 柯 丙 型 积分 的 反 演 “现在 考察 积分 : 
(486) 吉 | 中 全 本 =- 人，(e<E< 配 

的 反 演 问题 。 


如 在 和合 中 一 痒 来 类 。 引 入 了 英 数 : 
"p(T) 
Et = pa 2 


它 满足 条 征 和 (co) 一 0, 得 到 : 


(487) P(E) = (6) -BE€), 
(488) 0 (上 人 (一 韦 | 二 cr。 
这 样 一 来, 方程 (486) 与 下 式 等 价 ; 

(89) BO TBE I (td), 


这 就 是 入 3 引 中 有 附加 条 人 忻 (coo) 一 0 的 间 题 3。 作出 这 个 名 题 的 
解 ,由 公式 (487) 获 得 愉 )。 利 用 公式 (80) 及 对 于 机 古 型 积分 的 
边关 人 双 这 ,最 后 获得 : 


(490) gE) = ~ 


+ EE 
我 简 指 出 , 效 画 数 在 阴 区 间 [a, 门 上 不 满足 李 状 希 花 条 件 , 而 
只 在 含 于 {4, 人 的 内 部 的 尾 何 寺 区 阳 上 请 足 这 条 件 , 且 当 上 迫近 于 
4a 翼 避 时 可 无 大 二 大 。 如 果 条 件 (483) 满足 ,天 获得 方程 (486) 在 
雨 端 点 都 是 有 界 的 解 : 


CD 7 全 =MVETOE or aa 


所 考 嵌 的 反 演 轩 题 的 十 和 叙述 在 前 面 提 过 的 H. HH. 种 斯 黑 利 
施 杂 里 性 中 可 找到 。 


WANA IC 
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61， 问 题 的 提出 ”我 们 圭 察 某 此 实际 问题 二 关上 明 变 分 学 的 对 
浓 。 设 有 不 均匀 的 各 向 同性 的 介质 ,在 其中 的 每 一 点 (fw,y, 避 确定 
了 速度 ntz gs 2), 它 不 俱 报 于 方向 。 我 们 来 计算 以 上 面 所 带 的 
速度 移动 的 点 位 输 某 曲 线 上 所 需要 的 时 间 。 行 过 路 程 元 素 os 所 
需 的 时 浊 是 ds; 5， 而 行 过 从 程 ! 所 需要 的 时 间 可 表达 为 积分 : 


(1) 2 一 | na) 

固定 曲线 ; 的 南端 应 (6, yo 20) 大 (oa 刀 , 各} ,而 曲线 本 身 
是 可 以 收 变 的。 这 有 时时 间 工 的 值 租 随 上 而 改变 。 这 时 就 说 , 人 是 
曲线 了 的话 医 。 当 - 迁 定 时 汽机 了 稀有 确定 的 数值 。 几 何 光学 中 
有 下 面 这 样 一 个 疯癫 : 当 映 点 (wo, gf 20) 及 (oa 名 , 丘 ) 固 定时, 确 
定 ! 司 琵 丽 工 有 最 小 值 。 囊 在 曲线 ! 的 方程 中 我 合用 z 作 为 参 
数 , 而 及 :都 看 作 2 的 茵 数 。 这 时 积分 (1 工 ) 崔 作 如 下 形式 : 


(2) | ed, 
To vp, i 2) 


甘 中 风 及 2” 是 画 数 9 及 : 的 导数 。 问题 归 竺 到 部 求 这 样 的 苏 数 
yl2) 及 2 使 (3) 有 最 小 值 , 并 应 使 待 求 画 数 满足 下 面 的 边 瞄 
人 条件 : 
go) 一 oj 2m0) = 0s 
YW) = FW 一 为 
在 平面 的 情况 活 画 ( 2 》 的 形式 是 : 
(2 T=- [YEE 


-Tr 
To 引 《 宅 ， 9) ” 


【站 
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由 而 半 题 电车 到 求 一 个 商 数 344 ， 绒 足 雨 个 边界 条 件 : 
YRo) Yo; YUP Yo 
现在 考察 多 重 积分 的 重 值 同时。 在 空间 内 车 定 半 曲 线 7 需 
要 在 这 曲 竟 上 上线 这 样 的 曲面 , 司 定 有 最 小 王 积 。 裔 和 是! 在 平面 
(3 内 上 的 射影 ， 旦 8 是 入 所 图 成 的 区 域 。 把 待 求 的 曲 亩 的 方程 
事 为 量 式 :=2(02, 轨 。 这 时 曲 下 的 面 积 可 改 达 为 积分 


(8) Ss—| [Virarsd dy, 
上 三 


其 中 为 及 是 2{2, 坟 对 2 及 # 的 昼 导 数 。 

当 蝎 面 选 定时 , 量 吕 将 有 确定 的 值 , 因而 此 处 有 辐 面 的 诈 西 。 
表 显 归 糙 到 选择 这 和 样 夯 数 z(x, 仍 ,使 8 有 最 小 值 。 这 上 时 的 边界 条 
件 是 答 定 待 求 西数 在 坊 界 》 上 的 储 。 这 些 值 亚 答 出 要 张 曲面 的 那 
个 阴 曲 入 ! 上 点 的 > 举 标 。 

变 共 学 的 基本 问题 是 求 曲线 及 曲面 的 诈 画 的 最 天 储 及 最 小 
秆 , 而 这 些 活 画 是 由 一 些 定 积分 来 表达 的 。 这 和 答 耸 学 中 求 某 面 
数 的 最 大 值 及 最 小 值 的 间 题 是 类 似 的 。 加 大 家 所 知道 的 , 这 后 王 
的 问题 与 求 醒 数 的 极 值 问题 有 在 接 联系 , 也 就 是 求 自 变量 汶 样 的 
值 , 它 合 责 数 与 它 的 充分 痢 近 的 一 切 值 比较 到 最 大 舍 或 最 小 值 。 
同样 我 们 也 可 考虑 泛 丽 的 这 种 间 题 。 例 如 ,在 活 丽 (2 ) 的 情况 , 拒 
们 将 求 这 样 的 曲 米 1, 使 这 条 曲 米 的 全 值 不 大 于 和 它 充 分 部 近 的 
一 切 物 六 的 个 值 。 车 活 范 在 某 曲 线 或 曲面 上 的 值 不 小 于 (或 不 大 
于 ) 与 它 充 分 痢 近 的 一 切 曲 黎 或 肿 面 上 的 值 , 区 篇 昔 地 用 ， 证 别 在 
这 昌黎 或 曲面 上 有 酸 值 。 

后 面 我 们 将 把 问题 正确 地 提出 ， 旦 碚 定 曲 线 及 曲面 的 接近 宕 
的 概念 , 这 里 的 临 稚 及 曲面 起 着 泽 常 微 俘 学 中 自 变 量 的 作用 。 我 
馈 知 道 ,为 了 求 这 样 的 笨 py 它 佑 责 数 f(z) 达到 极 香 , 我 们 必须 解 
方程 让 (4) =0。 我 们 将 证 明 , 在 变 分 学 中 ,要 曲线 y=y(w) 或 曲面 
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?一 Zz(%, 细 葵 出 某 活 夯 的 原 禾 ， 它 成 满足 某 些微 分 方程 。 我 个 首 
要 的 间 题 是 这 些微 分 方程 的 建立 。 满 是 这 些微 分 方程 万 是 活 茵 有 
灼 德 的 必要 条 件 , 这 与 等 过 了 (x) =0 虑 书 知 画 数 了 (8) 在 某 些 人 zx 
有 慨 倡 竟 必 要 条 体 完 全 一 样 的 。 为 了 要 导出 提 到 的 那些 微 修 方 
程 ,需要 南 个 引 理 , 我 合 黎 在 -下 -一 航 中 役 述 。 
62， 世 本 引 理 。 引 更 一 调 男 数 (2) 在 各 和 叱 的 导数 在 区 由 
itr, zl] 内 都 是 过 和 糖 的 ,日 福 弟 点 等 于 雯 nt00) 一 nvm1) 一 0。 那 末 ， 
如 到 对 手 任何 这 样 的 而 数 ”2 ， 下 积分 


{Cr ee 


总 等 于 雳 , 其 中 (mw) 是 区 间 [wo, ma] 内 的 一 个 固定 如 续 夯 数 , 则 ， 
f(x) 在 区 境 [3%6, 21] 内 昼 符 于 需 。 

四 上 反 赴 法 。 流 在 区 间 里 面 的 某 点 2 一 上 处 了 (lm) 不 等 于 零 。 例 
如 ,了 (E>0。 由 于 了 (x) 的 连续 性 , 它 在 沙 在 [mo, 四 ] 里 面 且 包含 
& 点 的 革 区 更 从 ), 6a] 内 也 是 正 有 的。 现在 定义 西数 (z) 如下: 


0 + 当 Wo 
5) A 
0 ， 当 让 人 


这 秤 轿 成 的 画 数 7(%) 注 是 中 理 中 的 一 切 条 件 。 事 实 上 ,由 
于 ws) 的 构造 ，”(20) 一 708) 二 0D。 当 一 后 及 26 上 时, 汪 积 
(2 一 (2 一 69) 各 它 对 4 的 导数 都 变 为 吉 。 在 区 测 作 1， 69j 的 欠 
而 ”tr) 是 恒 等 于 等 的 。 从 而 显 出 这 链 数 和 省 的 导 灶 在 整个 区 渴 
[zo, zg1] 内 的 建 篇 性 。 应 注 汪 的 尽 ; 在 [1， Cs] 打分 桓 nv) 是 恒 闺 
子 零 的 ,出 积 分 (4 ) 可 写作 如 下 形式 : 


| #0) @ éle és de, 
因为 积 办 号 下 西数 是 溃 糖 的 且 在 积 妇 区 出 里 面 是 正 的 , 从 而 守 出 
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理 。 
更 在 来 证 对 于 二 重 积分 的 类 但 3 至。 

_ 引 理 二 ， 最 而 数 (2; 黄 . 本 身 和 它 的 一 阶 贪 导数 在 区 域内 
都 是 连 缠 的 ,日 在 区 域 B 的 境界 1 上 mx, 切 等 下 客 。 那 林 ， 如 党 
对 于 任何 这 样 的 现 数 mm 下 面积 分 
C6) ee， WF, yd dy 


总 等 于 过, 其 中 f(g, 切 是 在 区 域 卫 内 一 个 因 定 违 炉 面 数 , 划 f(w 从 
在 区 域 了 内 恒 竺 于 需 。 

珊 在 8 的 里 面 某 点 二, 7 画 数 .六 cz, 纺 是 正 的 。 于 是 它 在 凡 
人 ;路 作 记 上 且 年 径 为 p 的 茶园 内 是 正 的 , 则 仙 这 国 落 在 区 域 卫 网 
定义 mz, 扩 如 下 让 式 : 
0 ， 漠 人 一 如 十 (一 从 2 
[C(¥ A yp Dp 
不 难 验 证 ?ze 四 福 足 引 理 中 一 切 条 件 , 而 积分 (6) 归 圭 到 连 粮 正 


nT Y) 一 : 


”” 图 数 在 所 说 加 上 的 积分 , 赔 而 积分 值 是 正 胸 , 这 与 引 理 的 条 件 逆 


盾 。 

应 注 沁 的 是 ,车 我 们 对面 数 加 上 更 多 的 限制 ,比方 说 双 求 省 
有 直到 ” 阶 的 速 稿 导数 , 雨 个 异 理 仍 都 保持 巫 确 。 上 面 的 证 明志 
保持 有 效 。 例 如 ,只 人 须 把 蕉 式 (5) 中 的 指数 2 改 为 (n 十 四 或 (n+ 
就 行 。 我 们 还 要 指出 ,对 于 三 重 积分 以 及 一 般 的 尾 何 重 积分 , 引 开 
也 很 容易 证 得 。 

63， 最 简章 情况 的 龙 往 方程 ” 考 纤 最 稍 电 的 活 画 : 
(7) J=| (eyea， 


其 中 五 是 所 有 三 个 变 元 =, y，Y 的 速 续 夯 数 。 我 从 假 慌 下 和 尾 的 
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一 十 mw 一 me oe oo rr— 


庚 汉 一 阶 导 数 在 和 平面 他 ， 人 的 茶 区 域 了 和 肉 忆 及 对 任何 值 y 是 如 粹 
的 。 

兰 我 们 固定 了 基数 y= %tz) [起 省 说 面 定 了 曲线 Y= 外 区 也 一 
样 , 并 且 ,我 们 雹 常 遍 为 这 曲 如 是 居于 上 述 区 城 了 内 的 ] , 划 泛 画 v 
车 得 确定 的 数值 。 

发 画 数 ye) 在 积分 区 疝 端 点 的 值 已 知 是 : 

(C8) YP) 一 30】 YP) = Yo 

我 们 往 屈 待 求 丽 数 有 连 秘 导数 。 有 可 转 时 数 的 这 样 醋 数 类 叫做 
Ca 糯 ( 相 应 的 有 z 了 赃 加 入 导 数 的 夯 数 类 将 起 作 如 , 且 碎 后 我 们 所 
部 汉 的 一 切 醒 数 黎 表 作 是 属于 Ca 类 的 。 我 们 称 曲 闭 9=Y(X) 的 
2- 轩 域 是 适 台 下面 这 种 条 件 的 一 切 可 能 的 曲 邯 w(x): 它 在 整个 
区 尚 Exzoy， si] 内 满足 不 等 式 'a(2) 一 以近 Be 有 时 尾 ， 除 这 个 不 
等 式 外 ,还 深 上 一 个 不 等 式 : 1 六 (0) 一 V9) 1 志 6; 亦 序 不 仅 要 求 杂 
标 有 s- 搂 近 度 并 且 要 求 切线 的 角 系 数 也 是 这 样 。 有 时 我 们 把 第 一 
和 情况 下 的 接近 度 称 作 圭 般 s 接近 度 ,， 而 把 存在 十 个 不 等 式 的 第 
二 种 情况 下 的 接近 度 称 作 一 级 e- 接 近 度 。 

定义 我 们 效 良 适 国 在 上流 区 域 人 民 属 于 类 且 满 足 条 件 
于 (或 不 大 于 ) 它 在 Ca 它 证 0 交 中 其 他 全 何 疝 弹 上 的 位 ， 只 要 过 此 最 车 
上 与 y (2) 有 某 -楼 近 度 有 满足 每 件 (38 )。 

这 机 对 摊 值 的 构 念 完全 与 西数 的 极 大 及 极 小 的 概念 代 ;58] 类 
亿 。 与 相对 廊 秆 同时 世 可 引出 炉 对 极 值 的 构 念 。 避 有 某 卫 类 的 男 
数 yz)， 对 于 它们 积 牙 (7 ) 有 意义 。 我 们 将 胡 泛 面 了 在 厂 类 中 的 
曲 六 3(z) 上 取 克 对 极 值 ,如 果 这 范 夯 在 sf) 上 的 秆 不 小 于 (或 不 
”大 于) 它 在 马 类 中 其 他 一 切 曲 钱 上 的 值 。 

目前 我 们 黎 只 庆 芥 相对 要 和 值 , 而 上 只 在 这 童 的 未 尾 考 季 略 汶 到 
让 对 械 值 的 问题 。 为 了 首 齐 简短 起 见 , 相对 极 秆 将 简 称 作 要 值 。 
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在 下 段 中 我 们 将 诗 论 不 同 于 省 醒 ( 了 ) 的 应 夯 。 对 于 堵 翌 的 流 图 阳 
可 能 有 相对 概 笛 或 稳 对 要 和 俯 的 问题 。 我 们 下 区 相 对 极 简 而 且 以 司 
不 青 每 一 次 都 这 样 声明 。 

我 们 将 导出 了 有 入 盾 时 y (2) 所 应 满 中 的 必要 条 件 。 选择 任 
何 面 数 m2) 七 在 积分 区 此 的 十 区 点 等 于 圭 , 上 且 陈 了 合演 画 了 取 
极 逢 的 更 个 ytz) 钼 再 作 新 男 数 y(2) 十 mgzl， 其 中 上 是 数值 得 小 
的 参数 。 这 个 新 函数 也 满足 与 yt2) 一 样 的 边 江 条 计 。 将 宕 代 及 
活 评 了 积分 的 圭 困 ,得 到 参数 0 的 荣 画 数 : 


(9) TO)=| Gy 人 + yl9) tam! (0))ds 


当 任 苦 正 数 s， 对 这 分 楼 近 于 零 的 一 切 值 < 函数 4(o) 十 an(z) 与 曲 
米 ytz) 有 e- 接 近代 《 基 至 是 一 级 *- 搂 近 度 )。 因 之 ,如 果 y(s) 葵 
活 效 以 秀 信 , 则 各 数 (9 ) 当 a 一 0 时 应 有 粮 值 , 因而 它 的 导数 在 
a 一 0 贞 庶 当 等 于 雳 。 在 积 秀 号 下 微分 县 用 而 -标的 办 法 素 起 时 
数 ,将 有 : 
7(0) =| [Re, on 二 Pr oh 的 3]dm 

镍 耸 部 积分 法 进行 积分 ,可 写作 : 
0) 了 一 [POP 于 Pae。 
按 nC) 在 区 间 的 端点 等 于 雳 的 条 件 ， 所 以 积分 号 外 面 的 须 等 于 
禹 , 因 之 有 : 

ens | + 
J 0) = 人 | £ 一生 By liv 0 

注意 引 再 ,我 们 可 以 断 是 , 答 出 积分 (7) 以 信鸽 的 曲 米 y(2) 酸 
添 足下 硬 的 微分 方程 : 
‘11) ,~ 


ly 
ny 
必 
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把 休 导 烙 入 Fe 屡 开 ,就 可 以 把 这 方程 写作 以 下 形式 : 

(12) Fyn tt =0, 

其 中 ,例如 wy: 是 对 于 5 及 绑 的 二 阶 仿 导数。 这 方程 是 尤 拉 发 现 
的 ,通常 称 作 尤 拉 方 各 。 宅 是 二 叭 微分 方程 , 且 它 的 通 解 含有 证 个 
枉 音 常数 ,这 古 个 常数 应 当 由 两 个 边界 条 件 ( 8 ) 来 确定 。 

业 积 J'(0)a 是 画 数 la) 在 a 一 0 肘 的 微分 , 通常 称 作 汪 画 
(7 ) 的 一 区 变 人 下 旧部 作 837 。 如 单 注意 到 (10)， 可 写 : 

(8) sz=wyfoa= [Pvey + | (5, 儿 Fy)dy dz 
(y= an(s)), 

我 们 看 用 , 在 导出 方程 GT) 时 我 们 便 应 用 到 一 阶 导数 w(2)， 
因此 , 严格 地 尽 , 在 建立 醚 值 的 必要 条 件 时 ,我 全 假 瑟 y(2) 是 局 于 
Cs 类 的 画 数 ,也 就 是 它 有 站 到 二 阶 的 严重 导数 。 

把 引 迎 作 适 当 改 变 后 , 可 以 鞍 明 、 对 于 有 连 种 导数 且 在 “=z 
太 x 一 % 时 等 于 喜 的 任何 全， 洲 在 久 中 的 Yo 满足 条 件 : 

了 = 全 FFe(m Pro]dz=0， 


天 且 没 着 曲 炎 3 =y{e) .长 有 A yy 关 0 划 ys) 属于 Ca, 因而 也 应 
汉 满 足 方 种 和 仁 二 。 
64， 针 个 图 数 及 鼓 阶 导数 的 情况 ” 当 泛 画眉 环 于 多 个 而 数 的 
畏 党 ,例如 , 像 泛 醒 (2 7) 的 情况 ,也 二 难 写 出 齐 拉 方程 。 
我 们 只 主 雨 个 击 数 的 情况 : 
(14) JI 一 | Fe, y, ,2, 2 de 
作 涝 近 于 yt2) 及 zlz) 的 十 个 医 数 : 
YF) + em CP) s 
Z(2) To CH), 
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其 中 w(2) 及 mrtz) 都 是 尾音 画 数 , 在 区 摧 的 端点 都 等 于 堆 。 将 它 
全 代 坟 积 牙 (TI4) ,我 个 得 到 a 及 十 的 画 数 (ao 且 为 了 要 yz/ 
及 zf 四 给 泛 夯 (14) 应 构 箱 ,必须 ay o) 对 于 “及 的 焉 导数 在 
a= 一 们 时 都 舍 于 寺 。 完全 和 前 面相 类 似 ; 刘 行 计算 之 后 ,我 们 就 
得 到 这 南 个 俩 导数 的 玫 达 式 : 
Tal0, O) = [P+ | no)( PP 一 所 jam， 
G5) ~ , 
Ja(0, 0)= LFe ml +) mo)( PSB Fe)de, 
且 因 为 积分 外 面 的 项 都 变 为 址 , 剧 和 和 上面 一 样 , 我 们 确信 , 要 函数 
xf 及 zz 葵 诈 夯 忆 二 以 票 值 , 它 俩 几 有 所 满足 下 曾 的 合 南 个 二 阶 
方程 有 的 万 程 休 : 


(16) Py Fy=0; PFem0e . 
除了 这 些 方程 以 外 ,还 有 边界 条 件 : 

Yo) = 0; YR) = KW0) = 0; 2{m1) 一 为 
这 表示 待 求 空间 曲 楼 的 端点 是 则 定 的 。 


由 于 (45) ,积分 (14) 的 变 分 可 天 为 下 式 ; 
(17) $7=J,(0, Oa (0, 0)m = 


—[Pvoyt Feo | (Fs CF)ayrt 
+( 总 一 人 Fw jszj|eaz， (8y=an(2); dz—ann(s))o 
对 于 依 各 于 nn 个 图 数 : 2) ，， 2 的 这 证 : 
(7 下 Ge oa 
有 标 伞 的 必要 笨 件 可 表述 为 % 个 二 阶 方程 的 方程 租 ; 


(19) Fn— P=0, (=—1, 2,.., 1), 


oe 
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而 端点 为 固定 的 边界 条 位 即 有 下 面 形式 ; 
Ys: (m0) 一 Ws Yr (R17 一 We (= 1, 全 
活 范 f18) 的 一 次 变 耸 有 形式 : 


(20) 37— Tl0, 0 ,0) a 


-| Fs dn [+ 全 2( FF,— 芯 Fl )ayude, 
{Sy 一 Dx (Cw) ) 站 
现在 讨论 积分 含有 待 求 丁 数 的 高 阶 导 数 的 情况 : 
2 T=| Phage YD de 


和 .上 面 一 样 ,我 们 建立 畦 近 曲 态 yz 十 xn(2) ,代入 (21) 的 积分 中 ， 
对 “微分 县 售 “一 0。 这 样 一 来 我 们 得 : 


(22) (0) = | [Fe) FF Fm (CR) tt Pym ] Ar 


上 时 若干 次 分 部 积分 车 之 后 ; 就 把 除 第 一 项 以 外 的 右 端 省 项 的 形 装 
改变 : 


| ee — EE Pree) + 


(23) + (Dm irre) | 十 


+ (-D*| Penn)de, 


我 们 假定 m(2) 及 它 的 到 (1 一 了 阶 导数 在 端点 都 等 于 霸 。 由 
于 这 样 妈 积 分 号 外 奔 的 项 都 消失 了 ,把 7 9) 等 于 零 , 得 到 条 件 : 


TO nd Ps Fort (dD) "Ee Pye, do~0, 


由 于 基本 引 理 ,我 位 导 得 下 面前 龙 拟 方程 : 
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， 0 
(24) Pt t(D ih Pu, 


这 是 2 阶 敏 分 方程 。 宅 的 通 积 分 含有 2n 个 性 意 常 狼 ， 因而 庶 当 
还 有 2r 个 边界 牺 件 。 在 最 侯 音 的 情况 ,这 些 条 件 归 竺 到 丽 数 
的 宣 到 (mn 一 二 阶 缉 数 在 区 沿 的 端点 的 值 是 已 知 的 。 从 这 些 边 界 条 
住 也 可 推出 ms 的 类 似 值 庶 当 等 于 零 。 还 要 指出 的 是 ,我 介 况 为 
在 上 面 公式 中 所 引 过 的 狐 些 画 数 者 是 速 德 的 ,例如 ,我 何 认为 侍 求 
西数 y(o) 属于 Cu 类 , 也 就 是 它 本 身 以 及 到 2% 阶 导数 攻 是 这 纺 
的 。 
065， 重 积分 的 情况 ” 奥 斯 特 洛 桩 入 德 斯 天 方程 ”现在 导出 重 
积 人 共有 榴 估 的 必要 条 件 。 这 条 件 普 先是 由 MM.B, 奥 斯 特 洛 格 拉 害 
斯 基 在 七 的 散文 "关于 等 周 轴 题 的 徽 引 方程 ”指出 的 ,这 篇 基 广 刊 
载 在 彼得 堡 科学 院 记 录 , 第 四 害 , 第 五 期 , 1850 年 。 
考察 二 重 积分 : 
(25) 7=||z (py Vy Wy hs a) dn dy, 


其 中 用 名 及 出 记 醒 数 wtw, 仍 的 个 导 若 。 求 这 样 的 一 个 画 数 
ww We 本身 和 它 的 直到 二 阶层 数 在 区 域 B 内 都 是 回炉 的 ， 
在 这 区 域 了 的 弄 界 上 上 它 的 竺 是 马 郑 的 , 且 它 答应 画 125) 应 极 值 。 
作 痢 近 丁 数 wz 及 十 ct 殷 ， 其 中 (2z, 引 ) 是 在 1 _ 上 等 于 零 的 
任意 画 数 。 描 这 画 数 代 人 (25) 的 积 人 中, 对 a 微 入 且 合 a=0, 我 
们 得 着 省 画 的 一 次 变 从 的 下 而 表达 过 : 

37 =Ji0)aal | Chint Punt Posy) do dy 


应用 著名 的 略 林 惨 式 : 
3 0 -de dy 一 | Parte ay, 


指 一 次 变 女 式 的 最 后 珊 项 变形 如 下 


me 一 一 -一 


全 ， 谨 积 委 的 情况 。 奥 烦 特 洛 梳 扩 德 是 基 广 各 NY 


一 OG 一 


| | (Futet Per de fg ~ 把 Cpc CT je 一 
~- | Fy, 十 Ss) de dy = 
-Po 是。 


芒 样 一 到 ,我们 有 一 次 变 分 的 下 面 圳 达 式 : 
(26) .67 =| Gu Fady— Pode) + 


[ _n _9 \ a 
tj), Be By Pra dy, duonts,y)), 


对 村 榴 簿 必 有 诅 了 这 一 次 变 骨 为 等, 又 江 意 芭 17%, 雪 让 1 上 等 于 
规 , 我 们 可 肯定 在 (26) 式 石 回 的 重 积分 应 等 于 堵 , 从 而 由 于 态 本 引 
型, 我 们 就 得 到 和 办 活 醒 (25) 以 榴 值 的 待 求 画 数 Wt%, 四 应 满足 下 而 
身世 | 竺 洛 格拉 德 斯 基 方 程 : 


”， 一 d r 一 如 下 = 
[27) Ea Er Es I, 0, 


oy 
臣 书 胸 嵌 开 形 式 : 
(28) az 十 号 ar 二 于 
十 下 ay Trest Py,— Fs = 0, 

我 人 朵 得 到 af2， 纺 在 区 域 的 内 部 应 敲 镀 足 的 一 阶 仿 微分 万 称 。 至 
于 它 的 动 界 条 件 是 z 在 瘤 界 ! 上 取 已 知 值 , 这 是 前 面 已 经 提 到 过 
的 。 

在 司 节 于 几 个 而 数 的 重 积分 的 情况 , 我 们 有 迹 种 方程 的 廊 程 
得 。 在 三 重 积 分 的 情况 生 茵 数 w(r,y, 疏 优 赖 于 三 个 自 变数 , 得 到 
下 下 形式 的 力 条 : 


(29) 本 一 的 


白 
4 as-F us Vo 


，_8 
Po eB 


0 第 二 章 ” 宰 分 学 


若 积 分 号 下 有 夯 数 &tzy 只 的 丰 独 交 阶 的 导数 ,出 奥 斯 特 洛 格 
拉 德 斯 基 矿 程 有 如 下 形式 : 


FoF 


_2 0 
dr "” By 


Do 
十 Da 


m= FB 


F, Fa 


和 


于 
30 
{ ) D2 A 
T -a Fuss 十 (—D" ar Fu.y—=0o 


在 前 面 的 一 切 讨论 中 , 我 们 总 愉 为 在 所 县 式 中 引入 的 一 碟 
配 数 都 是 束 灶 的 。 此 外 , 在 推导 公式 (26) 时 我 们 认为 可 以 采用 风 
二 重 积分 变 为 曲 友 积 分 的 公式 ,而 这 是 和 偏 导 数 及 刀 在 区 域 B 
的 填 界 ! 的 附近 的 性 蛙 有 关 的 。 在 讨论 四 对 醋 值 问题 的 时 候 我 们 
还 要 再 讲 这 个 问题 。 

还 要 指出 ,满足 方程 (24) 或 (27) 的 两 数 , 或 更 准确 的 后, 与 它 
们 相应 的 几何 形象 ,通常 称 作 问 题 的 极 弟 。 单 积食 的 覆 带 是 昌黎 ， 
而 一 重 积 分 的 柱 带 是 邮 面 。 因 为 尤 拉 及 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 其 方程 
仅仅 是 相 齐 泛 研 有 极 值 的 必要 和 件 ， 旺 然 我 们 不 能 肯定 任何 圾 带 
与 它 充 耸 夺 近 的 曲线 或 则 面 比较 都 会 答 出 活 匣 的 标 箱 。 

66， 关于 贡 拉 方程 及 奥 斯 特 洛 桔 拉 德 斯 基 方程 的 几 点 注意 
先 考察 服 简 单 情 兹 的 充 拉 方程 (11)。 必 画 数 忆 不 含有 2%， 划 万 程 
取 如 下 形式 : 


醒 


且 有 显明 的 初 积分 二 一 C 。 若 了 不 含有 2 央 不 难 检 有 又 它 有 初 各 
分 : 

{81 F—y Fy=U 
吉安 上 上 : 


总 


EF-yF,) 一 天 于. 2 — Fy “一 下 2 一 下 0 一 


一 —¥y 【本 十 Fyy 一 出 局 
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茎 然 了 不 舍 有 zs 如 一 y 鬼 乘 数 是 尤 拉 方 程 的 左 端 , 因 之 ,由 于 这 
方程 ,有 : 

. (FP—y Fw) 0, 
亦 即 确实 有 积分 (31)。 

苦 坟 不 含有 六 基 克拉 廊 程 们 3 是? 

Fy, oy) 一 心 ， 

亦 序 我 们 漫 有 徽 俘 方程 而 是 普通 (有 限 形 式 ) 万 程 。 写 答 出 一 条 或 
儿 条 上 曲 钱 ,而 不 像 徽 分 方 程 所 表示 的 依 束 于 十 个 参数 的 曲 厂 族 , 因 
此 , 一 般 地 说 , 不 能 使 这 一 条 或 几 条 有 曲 帮 所定 的 画 数 满足 边界 条 
件 。 

现在 指出 当 尤 拉 方 程 变 为 炬 等 式 时 的 情况 。 合 =A4(%, 中 十 
十 如 (2 ,YW', 且 有 恒等式 : 
(82) < 0 0, 


不 难 检 台 ,这 上 时 方程 时 了 的 左 端 筹 恒 等 于 壤 ;, 而 (7 ) 中 的 积分 可 写 
作 形 式 : 
EE 
《83) 了 一 | az 十 Bdy, 
并 且 由 于 (82) , 宅 不 因 积 分 途径 而 变 ， 首 序 对 于 建 接 雨点 (oo wo) 
及 (oa 9 的 任何 曲 底 二 宪 有 相同 适 ,而 这 岂 就 是 克拉 方程 变 为 悟 
等 式 的 先决 条 位 。 不 难看 出 ,在 这 情况 我 们 可 写 : 
Pz, y 的 ) 一 下 人 (zy ), 

其 中 G(r, 切 是 把 积分 (33) 和 看 作 具 有 可 变 积分 上限 而 确定 的 。 

完全 一 痒 , 洛 在 积分 (21) 中 积分 续 下 的 曲 数 吓 依赖 于 {2%, %， 
VY 的 某 网 数 的 对 的 全 导数 : 


r nt ， 
FL YY 1 = 
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央 万 拉 方 程 (24) 变 为 恒等式 。 
现在 考察 证 画 :265) , 且 设 积分 号 下 的 浏 数 有 形式 ; 
(34) RD, Ys Uy zy Wy) 一 -5 04 全 + 名， 


其 中 4 及 上 8 都 是 (2 9， 二 的 革 醒 数 。 窒 接 代 叉 后 可 以 检 电 、 这 上 时， 
奥 斯 竺 洛 格 拉 德 斯 基 方 程 变 为 恒等式 。 洋 际 下 ,这 是 因为 :由 寸 格 
林 翁 这 , 表 达 式 (844 的 二 重 椒 分 等 于 党 境界 的 积分 

Cay Baz), 


于 是 这 二 重 积 分 的 值 可 由 加 数 在 区 域 吾 的 卉 界 所 取 的 那些 值 
， 而 完全 确定 。 若 疝 定 v 在 境界 ! 上 的 值 , 基 对 于 任何 选择 的 琅 数 
2 在 区 域 也 上 的 一 重 积 分 都 有 相 词 的 条。 
. (34) 型 的 表达 形式 可 称 作 艇 庆 型 的 表 壕 式 。 我 们 注意， 如 然 
把 性 何 泛 疝 ( 字 ) 的 积分 导 下 的 田 数 加 上 车 认 型 的 萎 太 式 , 刷 奥 斯 
旧 洛 格 拉链 斯 基 方 程 避 然 完全 没有 影 啊 , 就 是 说 ,新 泛 图 与 昌 活 丽 
有 同样 的 奥 斯 特 洛 格 拉链 旺 基 方 各 。 这 可 从 (2 站 中 方程 的 在 器 是 
芋 和 它 的 偏 导 数 的 多 性 章 次 形式 了 江 即 钙 出 。 
上 而 我 们 已 经 看 出 , 苦 积 分 号 下 的 责 数 是 散 永 型 的 , 芭 员 斯 特 
洛 格拉 德 斯 基 方 程 变 为 恒等式 。 赣 断言 也 可 以 证 时。 
若 积分 导 下 的 画 数 疾 含 有 高 于 一 阶 的 俩 导数 ,出 和 前 面 一 样 ， 
条 件 (84) 是 把 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 基 方 程 (480) 谈 为 得 等 式 的 必要 且 
充分 的 条 件 。 但 这 时 和 4 及 是 可 能 合 有 与 了 中 国 阶 的 仿 导 数 。 人 而 
如 ; 
可 一 ratiyy — Wry = (Wagy) sO— Castoy) yy 
详 不 难 检 验 这 时 方程 (80) 变 为 恒等式 。 
687， 公 诗 ， 郑 罕 人 中 的 巷 羡 ) 合 VX 二 和 Y 


r -一 -- 一 --  -- 


nv ly 
(85) J =| dz 
4 他 
Vy 
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ee 


这 论 夯 是 由 所 溃 最 束 落 古 问 题 引 出 水 的 : 在 巡 按 珊 已 知 点 troy 区 ) 及 (ty 机 1 
的 所 有 由 如 中 ， 技 这 样 一 条 邮 磊 ， 合 一 个 白山 丑 点 用 最 短 时 间 走 过 这 曲 疮 的 
侈 程 。 这 和 时， 跨 为 # 栅 的 方向 是 龟 宜 光 下 的 ， 亦 朗 旺 重力 作用 的 方向 。 在 琵 
榭 总 多 中 积分 号 下 的 革 数 也 全 有 < 因而 可 立 序 号 出 万 控 坊 程 的 新 积分 : 


ww Ta oa 1 
战 
3 人 一- 
(36) 5. 
全 

从 诊 

y= 记 " Sin 记 

马 
代 关 C36) 中 生 丧 化 后 ; 求 得 : 
eos dr= TA, 

国之 ,有 : 


s+ 人 (sin +0 y= 人 (Leosw)。 


由 些 可 呈 ) 琵 的 司 8 的 稚 逢 是 屿 塌 夫 。 常 数 Ca 及 Ca 是 随 把 点 及 笋 点 的 
幸 定 而 确定 的 。 若 这 两 点 之 一 是 原点 ， 则 必须 全 C3=0, 于 是 当 潍 激 4 的 慎 
等 地 帘 时 即 得 原点 。 近 时 有 注意 这 个 事实 , 就 是 所 言 春 的 关 题 具有 某 奇 浊 
性 , 这 就 是 当 w=0 时 ， 不 难 机 融 光一 笃 谈 为 无 穷 大 , 且 (35) 式 中 积分 号 下 帮 
数 骸 分 母 普 为 雳 。 如 果 在 这 税 分 中 到 * 作 和 变量 性 未 ; 尘 妈 ==0 时 的 奇异 性 
就 消失 了 。 

8 怒 在 其 曲面 上 的 点 的 位 置 是 由 大 卷 坐 祭 他 , 功 素 确定 , 且 

ds = E(wy vault a wy PAW AV Wd) 

是 这 申 面 上 的 缀 其 元 当 的 平方 [X11;130]。 

起 页 上 的 直 蔡 吗 作 测 地 总 奶 果 它 是 人 扩 表 法 曲 炉 基 庆 的 税 分 


(3273 | Eiorv Gdw 
He 
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为 福 小 的 必要 条 人 而 确定 的 ,并 且 沿 这 此 和 我 们 部 为 + 是 的 丽 数 。 尤 拉 方 
程 的 形式 是 : 


] 五 ,十 十 2 十 好人 隐 A+ 


EITE TG Hy EIT 
考 窒 中 心 在 原 庶 且 和 牛 得 等 二 一 的 球面 : 


X=An eosp; yan ds TT; 2—00s8, 


这 时 : 
ds2= A 4 ain Farp, 


昌 积 分 (37) 基 : 
| Sn2 np， 
sn 


其中 下 是 中 对 的 导数 。 积 分 号 下 医 数 不 全 有 因 之 我 们 有 下 曾 的 初 积 
分 : 
EEE 
Vi sina op? 

全 = 机 我 们 得 到 尺 明 的 让 = 一 常 款 。 换血 话 就 ， 列 地 兢 基 球面 的 -- 
雪子 千 盐 , 亦 邮 经 过 在 = 和 下 = 的 球 的 十 极 盖 ?] 的 一 切 大 加 。 由 于 极 的 选 
学 是 任意 的 ,显然 称 面 上 的 一 切 大 另 帮 是 它 的 调 地 塘 。 

3， 考 疗 空 间 几 何 光学 的 问题 : 


~ ? 7 
G9 1 a | w= iy) V TFT FrYds 
当 床 度 或 折射 率 4 二 :+ 不 依 加 于 时 的 情况 。 


车 我 们 二 出 积分 (38) 的 交接 方程 ;和 旭 解 出 y" 及 2 如 得 到 方程 


= 


(909) Ry 
因而 未 难 检 妥 我 们 有 和 初 积分 : 
{4 和 9} 二 工 十 g 们 十 2 。 


敬 # 肥 不 党 变 恒 奶 有 从 方程 (39) 的 第 一 式 葵 出 畴 一 0 亦 郎 一 Ciz 二 Ca 因 
之 任何 极 带 帮 是 平 疝 曲线 ,位 在 平行 于 = 李 的 平面 内 。 若 名 “= > ， 则 得 
到 空间 的 最 速 落 径 疯 题 , 莽 且 * 稍 是 沿 重 力作 用 的 方向 。 
现在 分 “一 工 3 养 下 我 俏 只 汐 开 2 有 正 慎 的 宇 襟 间 。 圣 #1:# 及 和 mm 
CtCs 代入 公式 (40) ,得 着 对 于 国 数 zz 的 可 分 闪 庄 量 的 一 阶 方程 : 
Os oO 
vl (+00 7? 


从 而 
1 
CGO 而 可 
引用 祈 任意 常数 人 二 -wg 来 代 葵 C， 又 以 党 数 仍 =05+0104 来 代 
宁 


巷 避 有 且 由 于 WW= 十 Ca 和 更改 


守 _ (yO) 
er 
之 后 ;我们 就 可 把 上 硬 的 欠 式 号 如 下 形式 : 
(41) | 位 一 Ca 二 YO 0 。 


这 样 一 水 ,积分 
J -| Ay 
的 人 醚 带 怕 是 半 辆 所 ， 而 这 些 平 加 用 是 中 心 在 平 莉 s=0 上 的 球面 人 廿 中 
# 二 0 平面 相 正 交 的 平面 4 =Cax 二 Ca 的 诡 嫉 。 
可 以 其 予 所 获得 的 结果 以 月 区 的 玫 何 解释 。 关 在 持 空 闻 3>0 内 ;我们 
由 有 公式 
ds = dt ys de 


确定 长 距 元 素 ， 杰 即 测 跤 ， 则 积分 人 38 飞 示 在 这 测 订 下 芍 曲 恕 的 长 溢 。 由 于 
在 积分 续 下 分 时 合 有 #; 所 以 当世 曲 灯 铸 际 地 接近 了 予 平 加 *=0 时 由 新 网 暴 
度 糙 无 限 地 坛 大 ， 亦 即 对 于 具有 这 机 度 的 几何 来 而 这 平面 率 好 引 是 上 无穷 远 平 
面 。 - 
前 面 提 到 的 那些 竺 加 周 在 这 几何 中 起 善 认 搁 的 作用 。 除了 那些 中 砚 周 
蕊 外， 与 平面 一 0 下 次 的 侍 站 煞 古 这 几何 中 也 者 是 机 下 各 。 这 些 站 直入 是 
所 到 的 华图 朱 的 授 化 形 像 。 中 心 在 平 画 ?一 上 的 村 球面 或 与 平面 二 0 正 交 
的 于 平面 我 们 中 柚 和 再 面 。 当 对 于 这 新 所 何 中 的 点 , 诬 研 及 平面 作 了 这 样 定义 
后 ,不 难 周 落 桔 常 欧 几 里 得 几何 中 除了 关于 平行 篇 委 理 坊 外 的 一 切 竺 理 部 衣 . 
和 洗 坤 ， 亦 郎 在 平 窒 闻 :>0 内 我 们 人 简 军 地 实 赴 了 坚 已 切 兴 斯 基 几何 、 我 催 权 
注意 ;在 与 平面 ?=0 正光 的 直线 的 情 吏 ,我 们 不 能 用 zx 为 自 变 量 。 鸭 了 不 学 
所 洗 眼 变量 的 限制 ， 我 们 应 求 出 极 克 方程 的 参 儿 形式 :2 人 的 的。 这 
时 前 面 指出 的 积分 写 放 世 于 形式 : 
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芯 隔 我 们 将 在 已 新 山 卸 是 邦 数 形式 的 再 况 下 迷 讨 论 变 分 学 的 基本 央 题 。 当 
用 这 种 莓 数 形 东 葵 出 寺 ， 前 面 让 指 的 平 直 鳅 电 基 积分 y 的 极 市 。 

在 直面 的 情况 积分 的 彩民 是 : 

WV on Ta VT a 

My 如 | 
了 松 带 将 是 中 心 在 机 上 的 图 入 或 与 这 赤 正 详 的 昨 线 。 在 牛 平 面 YD 内 二， 
指 的 平 国 抽 此 站 是 线 起 胡 想 枪 的 作用 , 且 酝 所 到 的 衬 下 面 内 实现 了 轨 巴 切 堪 
斯 基 尘 面 儿 和 何 。 特别 是 ， 答 过 邯 搬 实 中 面包 任何 南 点 六， “及 2 具 杉 9 出 一 
条 日 必 一 条 到 惟 。 

4. 在 巡 接 六 了 在 面 上 畏 点 Yo 及 了 UI 的 所 有 看 多 二 ,要 找 这 样 一 条 归 线 ， 
使 它 匡 6 山 座 下 所 成 的 出 丁 有 慑 小 面积 。 族 炉 曲面 的 面积 可 下 为 下 积分 
CLI;106]: 


= 


3 
Lo 


Ss=2r| 9v dT 2n| vid 
计 常数 因子 2r， 我 们 把 则 题 归 结 为 关于 积分 : 
J= Fyv Trysas 


的 反 值 辣 题 。 
在 这 情况 积分 妃 下 的 国 执 不 食 有 Fr， 我 们 可 等 出 尤 贞 方程 的 补 积 分 
(3D): 


TH 0, 
从 面 
J 0 
积分 后 :我们 求 得 : 
天 一 四 一 人 ey tv 0 le O, 
或 


主人 


y+vO Oe 所， 
于 是 ,最 后 有 
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这 样 , 极 囊 是 具有 平行 于 OF 二 的 对 称 坦 的 县 键 艇 CI;118]。 洒 以 谣 明 , 在 所 
考 民 的 山 站 中 ， 烃 过 珊 已 知 点 型 。 及 3 不 是 总 紫 引 出 一 生 唯 一 的 极 囊 。 随 
着 这 瑟 点 的 全 置 ， 这 样 的 公 融 可 以 是 十 和 蒜 , 一 条 或 恕 术 慨 有 。 

前 面 我 人 已 径 抑 过 , 站 球面 上 的 测 地 医 是 在 这 球面 上 的 大 用 导 。 若 球面 
上 两 点 Mo 及 并 1 不 是 球 扩 同一 可 得 的 员 端 ;就 能 能 以 罕 一 个 且 仅 在 一 个 大 
网 册 上 的 转 疡 竺 它们 连接 起 来 。 若 型 e 及 玫 | 雨点 位 二 周一 直径 移 玖 端 ; 就 

斑 侣 月 球 而 的 性 敌 个 大 加 的 下 圆 所 将 它们 速 按 起 来 。 

尤 拉 方程 只 有 是 祖 应 的 水 医 有 极 什 的 必要 和 条件, 因此 我 们 不 能 肯定 所 孙 得 
的 极 和 入 确 这 会 给 相应 证 为 局 模 和 。 以 后 我 们 也 特 指出 茶 些 充分 条 件 。 在 球 
区 二 测 地 和 丰 的 捕 况 ， 距 痪 的 株 小 什 特 是 严 搂 型 及 对 两 点 的 大 圆周 上 两 引 
时 的 于 小 显 。 曲 画 上 连接 Wo 用 型: 两 点 的 任何 由 诸 不 能 葵 出 型 。 及 型 :两 
点 间 最 天 距 座 。 必然 ) 在 曲 面 上 可 以 3 出 速成 型 及 ai 雨点 且 企 访 接 近 所 
缀 凯越 的 此 二 , 使 它 的 县 度 天 于 到 了 到 曲 成 的 有 长度。 

b. 考 嵌 积分 


= | fw VITwT dr dy 
对 


的 极 值 肖 题 。 

前 面 已 程 见 过 [人 ] ,这 问 征 是 由 寻求 张 在 已 知 费 界 上 有 最 小 面积 的 曲面 
间 证 5 出 溢 的 。 其 果 在 已 秘境 界 上 贝 一 企 何 电 面 : 则 十 分 显 热 地 ; 我 们 可 以 
作出 与 它 竺 准 接 近 的 红 夯 , 赣 企 同一 搅 界 上 且 有 胖 天 的 面积 , 因此 ,在 这 星 积 
分 的 杯 慎 只 是 它 的 最 小 德 。 将 积分 避 下 的 直达 式 找 到 方程 (7) 中 我 们 得 到 
对 才 待 求 耻 被 小 曲面 的 下 鲁 的 二 阶 竹 分 方程 : 
(42) 亲人 十 和) pg 二 ti 二 p23) 一 起) 

(各 一 外 和 = tr) 一 Mo t= Myy) ep 
我 全 回忆 ; 邓 面 上 贡 妾 均 磺 豪 确定 邵 下 及 式 [IIi13d: 


Tfl+l )- EN- 2FM+OL 


(<9) = + 一 站 :一 


2R FE) (ECG 一 机 
黄 中 五， 斤 有 基 高 斯 第 一 及 第 二 微分 庇 式 的 系 装 。 在 出面 方程 是 昌 


用 我 人 消 LIT;131]: 
出 一 十 的】 F=p9; Go=1+;} 
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因而 方程 (42) 武 示 的 事实 是 , 在 最 小 曲面 上 ， 一 切 点 鲍 平 均 曲 率 应 等 于 喜 。 
这 圭 果 以 前 [II;139j 人 和 借助 于 曲面 的 面积 元 素 的 变 值 已 砍 得 到 过 了 。 
方程 人 2 是 具有 了 两 个 月 变量 的 二 阶 袁 微分 方程 : 它 在 其 些 方 面 与 垃 填 过 
斯 汶 程 类 代 。 我 佛 枝 阴 ; 利用 复 变 量 抽 解析 卫 数 本 获得 方程 (42) 的 解 ， 焉 像 
以 前 LIIIa; 3] 用 复 迹 量 的 解析 半数 获得 拉 莹 拉 斯 方程 的 解 一 样 。 从 公式 
(43) 要 序 扒 知 ， 如果 对 于 曲面 突 塌 了 条 件 : 卫 二 = 型 =0, 则 我 们 得 到 二 =0。 
识 ? 是 曲 首 上 忆 tz; 9; 办 为 分 划 的 向 蕉 中 年 。 .上 而 的 条 件 可 写 为 下 面 形式 
Li1;130]: 


了 


了 


其 中 mm 是 曲面 的 单位 法 克 向 量 。 旭 果 使 7 服从 下 面 的 条 件 ， 
r=03 0 rev 一 0 

划 这 些 条 件 一 定 会 应 足 。 

从 号 出 的 等 式 中 胸 前 面 十 个 是 辆 合 等 式 , 而 第 三 个 是 向 量 等 式 。 它 位 的 
展开 形式 可 写作 部 下 形式 : 
a9 到 + +(3) -0 (FY + +(¥) -0 

EJ 3 

{dy 2 = 9 

如 景 玲 肝 x Vy z 对 于 及 二 的 偶 导 数 部 是 实 值 ， 笑 式 (44) 显然 不 能 实 
现 。 我 们 设 坐 标 都 是 怎 侨 量 w 及 ”的 解析 王 数 。 等 式 (45) 显示 出 ， 他 0 2) 
应 吉 过 为 仅 是 *# 的 男 数 肌 人 羽 是 "的 画 数 之 和 的 形式 [II; 拓 4: 
C40) Tp YP 二} spelu) yt) 
着 且 ， 出 于 (4 我们 应 有 : 


0 = 0 Py) =0。 


兮 WwW=p+oi。 为 了 要 有 实则 面 ; 我 们 假定 Co) 的 秆 与 站 t 的 值 互 
为 提 尝 共 线 次 。 更 确切 的 家 ， 我 们 组 褒 询 t=p 一 mi 县 病 数 二 (+) 在 关于 实 
策 为 对 称 的 点 你 有 Ps ti 的 复 花 玫 值 。 这 时 公式 (46) 取 如 下 形式 
X=2Rou); y=2Ro,(u) ; 2=2Rpg(u),) 
其 中 于 是 实 部 记号 。 失 因子 2 并 到 实 部 记号 反 图 狼 关 条 之 内 ,我 们 可 竺 县 式 
写作 如 下 江 式 : 


3 一 了 们 一 re 一 自 ， 
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(47) T= Rp); y= Ep) } #= Rpa (wu)y 
其 中 解析 丽 装 p(w) 应 服从 下 面条 件 : 
(48) Set) =0。 


在 参数 委 示 式 ( 季 ) 中 p 及 sr ( 亦 即 复 变 量 : 的 实 部 玉 席 部 ) 起 善 实 参数 
的 作用 。 我 们 可 月 酌 数 站 ( 旭 中 的 一 个 作为 独 六 复 变 量 。 例如 ,可 分 t=P( 贡 
且 证 为 前 十 个 贺 数 都 是 复 往 量 ! 的 国 数 。 它 们 之 阅 应 有 关系 : 
2 二 十 1=0 。 
革 样 一 来 ,我 们 站 出 ,所 获得 的 极 小 时 而 优 稳 于 一 个 解析 图 效 ，。 例 划 ,我 们 可 
沪 作 ; 


r= Rp 't); y=Bi Vio qtyat} so Bty 


其 中 四 全 基 复 焉 量 t 的 任 癌 解析 国政 。 
可 以 号 为 更 对 称 有 的 样子 ; 附 就 基 : 
r= Bi fi) — wy -二 生产 (人 |， - 
(49) y= 五 [zt 一 万 fF" 十 = plu) | 
5 一 瑟 i[L fw) — uf], 
其 中 Jo 是 住 高 解析 图 数 。 不 难 饭 琴 ; 在 突 硬 记号 下 的 涡 数 确实 满 是 关系 
(48) 。 ' 
8、 考 将 沁 图 


《50) Deoy = | | (+ 2) de Ay, 
a 


其 中 吾 基 平面 他 殷 上 某 有 拭 区 城 。 由 于 (27) ,这 泛 苞 的 册 斯 特 洛 格 拉 德 斯 
些 方 程 有 形式 : 
* Wer yy— 0 

栾 朗 拉 普 拉 斯 方程 。 我 们 报 有 理由 相 僵 ;在 区 域 卫 的 境界 1 上 有 已 知 边 结 慎 
的 宰 和 国 数 雁 汉 图 :507 以 最 小 值 , 如 时 倍 这 调和 图 数 跟 在 月 区 域内 连 粮 
在 忆 的 内部 有 一 阶 建 炉 痛 导数 且 在 : 上 隘 与 上 面 提 淹 的 调和 画 数 租 同 这 界 
箱 的 其 他 一 切 国 数 相 比 较 的 证。 然而 我 们 不 能 严格 旗 明 该 个 断 香 , 国 为 擂 斯 
特 徐 属 垃 德 斯 基 方 程 只 是 糊 出 重 值 的 必要 条 件 , 上 且 除 此 以 证 , 必须 配 得 ,在 摊 
将近 方程 对 我 全 首 保 设 待 求 面 数 存 在 二 阶 过 秆 导数 。 我们 将 假设 户 基 以 原 
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上 为 心 半 径 党 -一 的 加 。 

我 们 知道 , 对 于 在 弹 界 上 任何 已 给 的 建 镍 德 存在 唯一 酒 和 现 数 w 这 出 
浆 是 狂 义 范 利 阴 题 对 已 刘 巡 界 逢 的 轿 。 然而 当 按 近 于 境界 时 关于 这 副 数 的 
一 阶 导 数 的 性 贤 信 能 有 任何 肯定 , 因此 ; 我 们 不 能 断言 对 上 床 楼 造 的 大 和 画 数 
详 酚 全 0 有 有 了 利 -事实 上 ,在 : 帝 界 上 可 能 给 这 样 的 巡 笨 地界 利 ， 合 对 于 所 将 
赣 的 局 和 各 数 泛 酚 (50) 等于 (+ oo) ,更 确 纺 地 诬 , 亦 半 ;车 我 们 到 积分 (50) 展 
布 在 企 径 > 小 于 一 的 局 心 园 C 上: 则 当 >-~>1 时 这 黎 分 将 斤 隐 惠 雹 大 。 可 
六 定 明 ， 对 共有 一 阶 巡 辅导 数 且 有 同一 边界 健 的 任何 图 数 , 泛 本 全 0) 志 等 上 
(十 ee) 。 

一 般 的 襄 有 以 下 定理 :要 当 在 境界 1 上 多 边界 复 已 知 时 ; 泛 图 (50) 对 于 
幕 陋 数 民 有 有 恨 仿 ， 划 对 于 站 有 下 加 这 界 修 的 况 视 关 v 届 有 有 限 值 ; 井 且 


PP 


人 


这 证 加 的 宇明 将 在 下 夫 兴 人 ， 而 此 齐 在 只 如 候 设 下 玉 证 明 它 , 就 是 议 辜 
和 贺 数 2 在 淹 的 内 部 育 一 阶 有 界 偏 导 数 。 这 时 积分 (50) 对 于 这 个 两 数 显然 
有 有 有限 值 。 我 们 可 蒂 醒 数 # 必 为 形式 二 2 十 Pp; 其 中 闻 在 区 城 的 边 漠 上 等 于 
宪 ; 册 在 内 部 有 一 价 述 入 导 数 。 对 于 选区 数 汉 图 (50) 有 如 下 形式 


{61 Div+oe = Dv) + D'orp) +2) tvspst sve) ds dy o 
音 


应 用 格林 公式 到 皇 生 +<1 的 图 了 : 


| (ats 十 359 dr dy = -ja dray+ |, po ds。 
Br > “了 


斌 入 7 是 调和 男 数 ， 右 中 的 二 和 恒 职 分 为 等 ， 而 在 洪 衬 径 < 的 贺 册 Cr 的 曲 
太 积 分 内 , 当 + 赵 于 一 时 ; 9 关于 由 人 角 是 一 致 状 敌 于 震 的 , 所 34/34 保持 有 
界 , 因 谭 在 取 极 限时 这 积分 应 为 堆 。 这 样 ， 取 钙 恨 后 在 内 的 积分 也 谈 为 等 ! 因 
而 受 趟 局 芒 可 瑟 作 如 下 形式 : 

DVP = D+ Dm) 。 
乱 而 显 有 了 号 多) 关 0 而 等 贡 只 当中 在 圆 五 商 恒 等 于 等 时 于 成 走 。 于 是 我 们 
确 突 有 卫 ( 中 志 D 了 (0) 拉 且 等 屿 玉 半 有 等 于 +2 时 二 成立。 


6 竺 周 疝 题 ”我 合 回 忆 一 下 多 变数 画 数 的 相对 极 值 四 题 
[I; 1。 完全 类 似 地 在 变 分 学 中 对 于 某 证 夯 提 出 了 待 求 醒 数 永 
在 消 足 东 附 训 条 件 下 的 极 值 问题 。 特别 , 坦 出 下 面 问题 : 在 使 下 
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积分 

(59) = 六 se， 9 Mydoz 一 5 

有 已 知 惫 4 的 一 切 曲 恕 y(z) 中 ,确定 这 样 一 条 曲线 , 它 纵 出 积分 
(58) 7 | Fy, yds 


的 栋 值 。 通 常 把 这 周 题 时 做 等 周 则 下 。 这 术语 是 根据 计 样 类 型 的 
半 昨 而 发 生 的 , 亦 即 在 有 定 长 4 的 一 切 队 曲 厂 中 , 求 图 成 最 天 面积 
”的 曲 邯 { 略 周 )。 借助 于 下 而 定理 , 可 艇 所 提出 的 腥 题 归 精 到 没有 
附加 条 件 的 变异 问题 : 

泡 拉 定理 ”车 曲 缕 9(z) 在 条 作 (52) 下 及 在 时 党 边界 条 件 (8) 
下 糖 积分 (53) 以 极 值 ， 日 车 yo) 不 趾 积 分 ( 色 ) 的 极 带 ， 出 存在 这 
样 一 个 常数 X; 使 曲线 Y(r) 是 积分 


(64) ja (c 2306 
的 标 全 :其 中 
再 一 五 十 2 。 
我 个 考虑 与 y(x) 革 近 的 函数 : 
(BH - ym rm tT) 十 aa 人 


其 中 四 及 oa 是 很 小 参数 ,而 六 1) 及 vatw) 是 有 村 党 性 质 的 面 数 ， 
序 在 积分 区 章 的 南端 点 这 隐 菌 数 者 等 于 奢 。 将 这 机 数 伐 人 积分 
(Bb2): 
oO to) -| 9 {TY A oy) yom + om} de ， 
直行 通常 计算 ;出 可 号: 
7 = (6 一 把 Gj, (i=1, 分。 


Bs Wy 


既然 y(z) 不 是 积分 (59) 的 醒 带 ,草莽 一 人 Gy 在 区 并 
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{Xo ?0 内 不 恒 等 于 震 , 因 而 盟 然 可 选择 画 数 wz(zx) ，, 使 积分 


fi(6, -hE Gr 
不 等 于 等 。 
粕 到 方程 J1 (Cai, 2) 二 4。w 二 一 0 能 满足 这 方程 ,因为 按照 
慨 襄 ye) 是 问题 的 佣 ， 下 和 由 于 亲 的 选择 ，. 六 {G1， Qe) 对 ea 的 伺 导 
数 在 or=ao 一 0 时 不 等 于 零 。 这 样 一 来 ,由 隐 画 数 定理 [T; 基 9] 方 
程 J1 《oa 02) 一 人 各 对 于 这 分 榨 近 于 过 的 一 切 舍 1 确定 az 是 aa 的 男 
煞 , 莽 用 当 oa 一 人 时 oo- 对 上 的 导数 晶 然 由 下面 公 式 确 定 : 


(58) 3 
站 (Gy- 基 Gjpnde-i。 
园 而 数 (6B) 代 多 积 分 (638) 旦 租 所 得 的 条 分 对 a 求 导 数 , 如 有 果 
注意 xz 是 oa 的 国 数 ,用 : 


| ee, 


利用 常数 下 的 表达 式 (56) ,可 写 : 


名] 人 (enerta [eee 
其 中 
er 
或 


器 | -f(a od), 


既然 YC%) 在 条 件 (52) 下 葵 出 积分 (58) 的 三 什 , 旭 我 们 应 
-名 -| 。 ,=0, 由 这 个 辕 论 再 注意 到 (0) 的 任意 性 及 基本 引 理 ， 
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mm | 


并 者 玉 十 AQ 二 = 吾 , 则 我 们 得 到 : 


H,— 4 H,=—0, 


间作 
心 是 对 于 各 从 (54) 的 克拉 方程 。 所 写 出 方程 的 通 积 下 含有 三 个 尾 
得 常数 ,就 是 :两 个 积分 常数 肥 常 数 。 这 些 常数 应 从 十 个 边界 条 
件 及 条件 (52) 来 确定 。 

就 这 样 所 关 得 的 猪 果 , 提 出 一 点 注 窜 。 当 我 们 把 积分 (53) 的 积 
开导 下 的 画 数 业 以 任意 常数 时 , 这 积分 的 要 黎 显 然 保 持 和 以 前 的 
一 样 。 由 于 这 个 事实 我 们 可 写 册 数 瑟 为 对 称 形式 : 吾 = 加 FP 十 和 a9， 
其 中 加 发 ja 是 常数 。 因为 参 进 了 豆 的 表达 式 中 的 玉 及 昌 是 对 称 
的 ， 我们 可 断 早 , 在 积分 (52) 保持 常数 征 的 条 件 下 来 求 积 分 (53) 
的 极 值 所 获得 的 极 带 与 在 积分 (53) 保 持 常 数值 的 条 伞 下 来 求 积分 
(52) 的 标 值 所 获得 的 模 蒂 是 相同 的 。 这 就 构成 记 请 对 惕 原理 的 往 
单 形式 。 这 时 我 们 翩 为 常数 及 )> 都 不 等 于 车, 浆 即 除去 是 积分 
(52) 址 积分 (3) 的 极 带 的 逆 些 曲 烤 。 

在 例子 中 我 们 筹 周 明净 拉 定 理 中 发 末次 x) 不 是 积分 (52) 的 权 
带 的 总 尽 。 在 更 一 般 情 况 的 等 周 问 题 有 如 下 形式 : 求 一 棚 画 数 兴 e) 
二 1 2，…, 10) ,使 当 具 有 关系 式 


| ee， Yi Yi Yn Ya) Ox = os (8 一 工 ， 2 pa 
及 边界 条 件 
leo) — WD; v1) = =1, 2 和 ) 
时 , 光 俩 车 下 积分 
J=| Fl, 1 Yi Yn) dm 
以 极 值 。 


同 前 面 一 样 , 在 有 几 个 附加 条 件 来 保 诈 可 应 用 隆 丁 数 存 在 害 
再 时 ,我们 可 以 断定 , 葵 出 所 建立 的 间 题 的 解 %(z) 应 当 是 积分 
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| (eg 的 ye 
的 极 带 ,其 中 
H=F+ Yh,, 


且 为 玩 是 常数 ， 这 个 断 音 的 证 有 明科 上 面相 类 位 。 我 们 注意 ,关系 
起 的 个 数 了 也 可 以 大 于 待 六 贡 数 的 个 数 7%， 

868. 条 件 社情 ”现在 芳 只 这样 问 题 , 在 这 问题 中 的 附加 条 件 
的 形式 与 {52)} 有 所 和 不同 。 从 最 币 晶 有 购 问题 着 手 。 求 用 个 国 数 (2) 
及 zt， 它们 给 出 积分 
(87) 7 一 全 ede yy, os 2 2 dm 


的 极 值 , 卫 注 中 方程 
(B68) Gr =D 
太 固 定 总 点 的 边界 条 件 : 

yo) Wn; LB} = "0, 

YP = TL) 一 2 
着 上 且 举 标 (zey go, 为 ) 及 (2 21) 显然 地 志清 居 方 程 (53)。 

在 几何 意义 上 , 疝 题 归咎 到 阔 一 条 了 耐 线 , 它 位 藤 在 晤 面 458) 上 

且 葵 出 积分 (57) 的 概 值 。 我 们 电 可 以 从 方程 (58) 确定 z 为 工 及 
的 本 数 , 下 将 这 两 数 代 大 积 队 人 7) 这 时 我 们 就 村 和 糙 为 具有 一 个 等 
求 画 数 yz) 的 没有 和 任何 附加 条 件 的 寻 之 的 变 分 学 问题 。 我 们 就 
利用 这 样 看 法 来 答 出 所 虹 出 的 问题 网 解 yt2) 琵 z(z%) 应 满足 的 方 
程 。 我 们 认为 , 褒 着 这 个 解 仿 导 歼 好。 不 等 和子 零 。 这 时 方程 (53) 可 
就 : 解 出 , 得 到 2 一 p(x, 9)。 然后 将 这 才 达 式 代 人 积分 人 7) .有 则 
(57) 取 下 面 的 形式 ; 


(59) /= | ee, YY Ds Prt PY Iv, 
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把 所 蓟 的 宏 交 妥 各 投影 到 在 面 (zy Y) 后 得 出 来 的 于 面 曲 米 ! 
在 锡 点 固定 时 应 当 蒜 积分 (59) 以 栋 值 , 因 之 , 它 应 当 满 足 对 于 这 积 
劳 所 加 出 的 下拉 方程 。 台 租 写 册 这 个 亡 拉 方程 ,我们 车 作 一 些 计 
算 。 几 [下 胡 示 (59) 中 积分 号 下 的 范 数 。 这 画 数 依赖 于 (zr,9,Y)。 
用 没有 方 括 号 的 下 记 原来 画 数 六 (9 入) ?20 因而 [2] 是 从 
下 中 会 及 xz 一 cf: 用 及 2 一 oo 十 Po 所 获得 的 丫 时。 我 们 有 : 


2 3 = Fy Forpy; 


By 十 下 
df dLF] 
dm A 一 十 2 区 Pet Fw (pry Pyyy ho 
积分 (59) 的 万 拉力 程 是 : 
381 ad af _ 0 ’ 
yy dz By 


且 出 丁 .上 而 所 号 的 公式 ,导向 以 下 烘 式 : 

kr, tp Fs Bo) 一 所 Fr =0, 
另 一 -方面 ,等 万 程 (58) 对 ?7 微分 输出 : 

-十 Ge 一 0， 
因而 从 最 后 南 个 方程 汀 去 Po 我们 导出 竹 式 ; 
三 ,人 nm , 
(FF Db,): Oy= (F Fo Fo): Go 
写 出 区 等 式 的 者 端 沿 着 极 带 是 2 的 同一 个 面 数 ,用 和 (9 求 妃 

家 ， 了 总 可: 


对 一 [Fy + a) =0, 


全 Fo [Fath mG =0, 
这 就 是 椭 值 的 必要 条 件 。 不 蕉 固 出 , 宅 们 表 能 写作 下 面 的 式 


样 : 
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(60) 和 一 本 =0 LF; ~ Fi=0, 
其 中 
(61) ye 


亦 即 我 们 出 明 的 权 贡 应 当 是 以 公式 (61) 表示 的 画 数 五" 为 秆 积 茧 
数 的 泛 加 在 没有 附加 每 件 时 极 各 。 我 们 注意 ,在 这 情况, 代替 在 等 
周 奖 题 中 的 常数 因子 的, 是 2 的 而 数 和 (x)。 从 (53) 及 (60) 浓 去 
入 (Zz) 及 一 个 待 求 画 数 , 例如 z, 我 们 得 到 含 一 个 丽 数 ytz) 的 二 阶 
微分 万 程 。 演 亡 程 的 积分 的 南 个 任意 常数 应 从 于 个 边界 条 件 床 确 
定 。 

所 波 的 讨 蒜 也 可 转 到 有 任何 个 狼 的 待 求 两 数 及 关系 式 的 更 一 - 
般 形 式 的 问题 , 并 且 在 这 情况 关系 式 的 个 狼 必 须 小 于 待 求 画 数 的 
个 数 。 在 具有 狗 束 式 : 


(82) - 人 Hi Was Yr) 一 们 ， (s=1, 二 
及 边界 条 件 : 

(63) 2 = Yi 1) 一天， 全 一 二 
下 , 求 积分 

(C64) | ze Hi, 1 Wn Ya) A 

的 极 值 间 题 引 导出 方程 

(65) 2 一 本 一 0，G-1 2 9), 
其 中 

(66) Fr > (ey, 

县 xstz) 是 的 划 些 夯 数 。 


芝 时 假 惟 ,在 由 仿 导 数 9G./ 3w% 崩 或 的 一 切入 极 商 数 行 到 式 中 
如 打 将 % 换 为 答 积 分 \6 和 ) 昼 极 适 的 柄 数 ， 则 至 少 有 -一 个 末 数 行列 


式 不 等 于 零 。 
关系 式 (6 为 不 含有 竺 求 夯 数 的 导数 , 遂 常 是 作 整 物 束 。. 上 面 
的 断 导 对 于 形式 如 下 的 莫 整 罗 束 : 


{67) GP, M1, 1 ins on) =0， (3=1, 2,.…, p) 
睫 是 正确 的 , 迹 妆 在 某 些 角 加 条 件 下 , 军 数 切 在 条 件 (87) 下 苯 积 
分 (64) 以 极 值 ;, 它 科 应 满足 方程 : 


(68) Fy— Fi,=0, (t=1, 2 2 ， 
其 中 
(69) FG 


方程 租 (68) 与 整 移 束 情 况 下 的 这 种 方程 粗 有 一 个 重要 泓 别 。 
因为 (67) 中 的 夯 数 在 所 考虑 的 情 疯 含 有 导数 失 ， 所 以 画 数 所 交 
个 有 to 因而 方程 (68) 合 有 入 (2 对 2 的 导数 。 最 后 ,方程 人 7) 
友 488) 和 给 出 有 人 十 中 个 待 求 夯 数 估 及 和 人) 的 如 十 全 个 怕 荔 方 枉 
的 方程 粗 , 它 关 于 yi 是 二 阶 的 且 关 于 )(e) 是 一 阶 的 。 

在 讨 胎 中 引入 画 数 x (2) ,它们 是 由 下 面 等 式 : 
(70) zi (0) 一 可 (的 =1, 2, 则 
所 确定 的 。 释 过 这 样 代 替 后 , 方程 人 67) 车 出 对 于 名 及 羡 的 了 个 整 
弧 束 式 , 于 是 (68) 及 (70) 蛮 为 售 Cn 十 荔 个 曾 数 四 及 和 (二 的 2 
个 的 一 醒 答 苍 方 程 和 组。 从 扣 7 解 出 随便 那些 2 个 扩 及 2 且 移 它 
科 的 表述 式 代 大 方程 (68) 及 (70) 中 ， 得 到 %i， 2 知人) 中 的 2 个 
画 数 的 2 个 一 阶 方 程 。 这 方程 租 的 通 解 舍 有 2% 个 任意 常数 ， 它 
们 应 由 2 个 边 异 条 和 件 来 棚 定 。 

70. 例 1， 在 建 接 丽 定点 4 及 长 斋 为 1 的 一 切 曲 名 中 , 确定 这 样 -~ 
条 昌 况 ， 它 和 查 剖 经 48 一 起 右 成 是 天 面积 。 这 坡 过 两 点 4 及 马 的 直 著 作 
为 朝 , 且 设 zo 及 i 是 这 些 点 的 械 标 。 我 全 部 为 符 求 曲名 5 在 区 半 Lzos 4] 
内 是 x 的 党 信 国 数 。 央 申 归 町 到 要 求 出 积分 ; 
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(71) [ves 
在 附加 化 性 : 
(7%) [~ Ty3 dar! 


下 移 最 大 值 。07 久 中 的 积分 族 承 则 绚 3#(302 杰 怀 三 30 玉 区 二 而 之 阳 的 长 讶 。 
它 的 朴 带 显然 是 自 焰 。 这 此 俏 可 以 直接 由 这 积分 的 尤 拉 方程 来 验证 。 若 
i 和 一 Yo3 则 没有 一 条 蝗 订 满足 条 件 (72)。 着 1=z1 一 20， 划 具 有 丁 镜 设 48 
满足 条 件 (72)。 在 这 责 个 情况 提出 的 问题 没有 意 文 ;因而 上 以 司 特 吏 为 > 一 
一 so。 在 所 等 碟 的 情况 

Fr.ag+ hv 工 十 93， 
并 县 这 配 数 趟 含有 <， 因此 相应 的 尤 拉 方程 的 蔬 积 分 基 : 


BY yh yi Te =b, 
内 面 
1 Vi (yb) 
yD 
吉 
积分 之 ;得 ? 


(Ey =, 
亦 序 极 带 将 是 中 各 为 | 的 加 周 。 
设 是 从 加 心 对 于 春色 4 的 观 角 ; 
一 0 一 2.sin 部 下 1 一 Xo 

确定 中 的 是 方程 : 

sin = (m0) 1 
在 上 面 指出 的 条 件 下 这 方程 癌 可 能 有 和 解 。 利用 对 偶 厦 理 ， 我 们 可 祝 洱 辣 题 : 
在 画 盛 面积 为 定 秆 的 一 切 击 邦 :| 图 局 的 弧 有 和 什 (显然 是 其 小 ) 有 长度。 还 到 


注音 的 基 ， 洁 i> 页 《一 30 则 节 丰 是 消 时 值 国 数 。 
利用 获得 的 硅 果 ,可 以 证 项 , 阁 在 有 定 长 的 一 切 申 多 中 ,有 一 圭 障 二 订 国 
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om 一 一 一 | 


2， 要 求 确 定 在 因 定 端 直 且 大宝 司 工科 有 有 种 的 均 怀 和 机 钴 在 合力 作用 下 的 
平衡 位 置 。 我 们 裔 为 个 力 的 方向 总 与 # 翰 的 蓉 赔 一致 的 。 于 是 平衡 位 置 就 
是 要 合算 先 的 重心 在 如 你 处 的 地 要。 我 出 自然 可 质 为 未 行 于 2 和 的 主 条 直 
六 与 祝 字 的 驼 点 不 多 王 一 人 个。 问题 归 和 结 到 在 诊 圳 条件: 

73) jv Thy dr 1 
豚 迪 愉 蓉 件 : to 一 ps YO 二 14 下 ; 求 积 分 
jy ov Lyidy 
的 绀 陡 [ 禾 苍生 筑 例 和 4。 证 这 情况 丰 : 
oy ly th 1 + 


且 过 拉 方 程 的 初 积分 是 : 
Pt 
Vis RR Vt a 
游 爹 
yaarhzaa Th, 


出 方程 容易 祝 出 ? 

: 等 ~-f 袜 二 

wxX=aehf +b) 二 品 te fa 人 3 
江 序 阅 题 的 杖 豆 是 车 适 录 。 和 基数 四 及 和 谍 从 边界 条 件 : 
唤 士 和 一直 ea[ 灾 +b); 二 = lh 一 + 


长 条件 07 本 水 确定 。 从 一 个 过 界 牺 件 减 另 一 企 过 天 条 但 县 变换 次 井 余 竖 图 


捧 区 入 为 张 积 ) 有 上 疹 ; 
7d) . yi— yn =a sh psh vy 
其 中 

在 了 tb; v ge 


等 求 得 的 yg 舍 柜 入 条 件 730 后 ,可 把 它 化 为 下 式 : 


-a 


或 
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(5) 29 ch va ri 
由 于 女生 得: 


”了 名 


数 证 i 碍 然 应 满足 址 等 式 ? 
I> tr T+ ye) > I yo}s 
因而 太 程 6; 有 唯一 实 。 碾 起 及 6) 我 们 得 : 
wi (yo =2ashy 


联 
_ Sh _ Mo A Yi 
(7) 
但 

Sh 1 ,4 


当 0<sz<ee 时 是 从 1 工 到 (+ so 的 韦 调 增 国 数 : 取 企 何 值 一 次 且 只 取 一 次 , 因 
此 胡 各 好 7 有 扑 一 正 根 。 这 样 的 报 得 上 太后, 求 gp 及 已 区 说 有 什 站 逻 
难 了 。 

8$， 劣 虑 将 竹 渔 匀 如 ;在 证 有 变形 的 状态 是 直 的 。 亿 晶 性 二 篇, 在 变 个 状 
坊 下 ， 我们 知道 它 的 位 能 与 它 的 坦率 的 平方 沿 著 梁 的 积分 成 正比 。 设 这 染 
的 长 度 为 工 且 畏 定 在 雨点 (on #0) 及 (aa 3 外。 取 岂 过 (rn Wo) 算 起 的 加 的 
县 度 3 作为 自 变量 ,月 用 903) 角 梁 的 团 粮 与 + 辆 的 充 角 。 曲率 可 用 导 娄 w'(3) 
来 表示 ,因而 所 玻 找 杠 读 的 积分 共有 形式 : 


(78) J es 。 
0 
大 过 知道 的 ， 


国之 我 们 有 下 面 丽 个 斩 来 方程 : 
79 | GDS Ods= ri — To} | Hn ds us — Hoo 
0 6 


祭 此 坟 外 ; 架 在 如 点 处 固定 的 这 个 条 件 舌 异 二 洽 定 杆 丽 数 09( 在 s=0 及 
3=! 雨点 商情: 
(80) 0) 一 ai 0) =bo 
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在 这 人 情况: 
五 * = 有 2 十 和 GDS 站 十 入 Sin, 
由 于 这 醒 数 不 含有 自 谈 重 *， 因而 立即 有 盛 拉 方程 的 初 积分 如 下 3 


d=U hy GOB P+ sin do 


引入 十 个 寺 常 狼 : 
Ai 
有 = 十 NE 十 各》 大 一 Civ 
且 人 代替 5 人 新 变 便 9: 
5 


其 中 各 9o=are 包 妈 。 在 这 些 能 号 下 前 而 所 写 的 尤 拉 方程 的 初 积分 变 成 如 
下 形式 : 
dp VE VI- mo, 
从 而 我 把 得 到 用 7 的 构图 积 牙 来 表达 的 s: 
pp -= 
s= | 】 一 上 is? pr 3 
尝 数 芭 下 和 抽 下 上 0 诬 导 备件 (9) 及 (180 来 确定 。 为 了 求 攻 上 点 的 科目 


5 一 eos = O08 (2 中 十 下 ) 5 SY sin 0= gin rap 十 页 ) 
中 代入 必 的 左 达 式 : 
人 26og (2p + A 2sin (2q+4#) 


EVI VM VI 
由 才 辫 邹 可 用 不 定 积分 法 村 出 及 4 。 
4， 考 察 在 已 知 曲 而 : 


‘31) Giz yy 2 =0 
上 末 测 地 坊 的 问题 。 
天 是 归 竺 到 在 阶 加 条 件 (81) 下 求 积 介 
人 天 了 人 
了 


的 丁 键 。 在 这 情 驶 方程 人间 有 下 烈 形式 : 
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a SO = 中 +: 从 一 一 2 i 一 
BEIT FV 
六 了 要 天 四 闻 简 的 天 本 几何 性质 ， 从 方程 oy 2 求 爹 导 小 : 

二 


笠 雨 跨 泰 以 和 且 把 的 462 所 得 的 2， 此 xs 这 蕊 代 人 人 ) 囊 过 一 些 简 尝 的 
变换 后 ,了 导 此 等 式 : 


如 1 
ar vv Te ?Ge 0, 


入 与 82 中 的 等 式 相 类 似 ; 并 莫 对 7 了 求 导数 的 俩 些 分 式 等 于 待 求 的 油 地 线 的 
切 条 的 方向 余弦 ;故我 们 可 寻 这 些 为 程 册 下 形式 : 


SOE sale; O05 8 gp,; don pp 


dx dr 2*? 
利用 公式 中 一 cos ay 我 们 可 几 对 s 的 导数 代替 对 x 的 导数 ,于 是 得 : 


全 1C 吕 匡 本 必 J8 入 上 8 
Ua 一 cei os 一 cy A = Gx 


其 中 p=% eo0s。 然而 , 如 已 憩 的 CIT;1 如 ]) 所 写 上 出 汶 程 的 在 总 与 出 多 和 由 -上 
社 入 的 方向 余 成 正比 ， 而 在 问 与 由 廿 的 法 灯 的 方 疝 余 疆 吉 正 二 ， 和信 只 立即 
推出 测 地 线 上 各 点 的 主 法 赭 局 局 时 也 是 曲面 的 法 塘 。 

五 考察 在 有 限 力 的 媒 贸 中 的 昧 藻 王 所 题 :在 连接 责 定 点 由 及 旦 的 一 
切 禾 钱 中 ， 确 定 一 条 有 山 枪 , 沿 养 它 一 个 贤 点 站 已 知 速度 在 最 是 时 师 肉 下 落 到 
最 区 位 填 ， 并且 在 就 侦 内 有 限 力 ， 且 以 速 谍 二 的 已 知 医 数 Rtv) 末 寺 示 这 上 险 
力 。 

以 力 学 上 的 理由 江 朗 浊 知 ， 待 吏 则 和 柜 应 在 一 个 平面 内 , 这 丰 面 么 过 性 而 
和 及 从 二 点 引出 的 各 疏 粳 。 我 们 取 这 平面 作为 (x) 妇 平面 二 3 下 的 方向 
是 沿 声 年 钱 向 下 的 |。 设 4toy 30) 及 tf 的 ) 基 是 点 到 于 点 的 坐 慰 。 当 丫 着 曲 
底 运 动 时 动能 的 改变 量 是 舍 重 力作 用 的 正 功 及 阻力 的 睦 功 而 产生 的 ) 亦 即 : 


ea 


共 中 如 延 重 力 丰 坏话 日 gs 一 aassHheas ee。 用 = 作为 醒 数 立 吕 上 的 让 变量 ,就 
得 到 ! 

‘83) V—a+ Rev LF 0, 

因 砍 间 唉 归 畦 到 在 只有 下 攻 风 东 (33 时 求 积分 


PH 例 2393 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一. 一-- 一 ”一 一 一- 


; 而 
Fw 


xz 和 
航 ] 国 傅 , 拒 号 及 4 是 符 求 好 数 。 
导 常 类 型 的 边界 年 件 应 归 畦 为 凡 数 在 区 央 的 问 点 的 已 向 慎 * 
(S41 fr =o Yr = 
{38) VT = PX) 
条 人 御 (89) 的 第 一 式 梳 异 于 粹 出 动 点 在 开始 位 跨 4 的 带 座 。 而 条 件 ‘85) 的 第 
二 式 相 当 于 精 帅 动 点 在 归 克 的 著 点 的 速 座 , 而 眠 力 学 观点 这 是 不 让 多 的 。 以 
后 我 们 还 特 回 到 这 个 何 周 。 用 寻常 方 靶 ; 我 们 应 等 出 对 十 冰 蒜 : 
(3 Fr HA vr A) gy 
的 尤 拉 上 方程 ;其中 


HR 
- 葬 儿 五 ”不 僵 有 十 有 积分 人 = 一刀 或 是 


{B87 J 一 人 十 入 人 99 
而 甬 救 ”的 美 于? 的 龙 近 韦 程 是 : 

AAA 工 十 W nr -x (rtl= 人 0 
茎 
(88) VItys re 


这 样 一 来 ;我 们 有 了 商 数 多 2 的 三 个 方程 (33)，(87)，(83) 形成 的 译 程 
组 。 盐 缔 黎 闫 FH2 一 《0 二 9X)? 对 微分 ; 且 详 用 上 面 的 三 个 方程 ,我 们 确信 在 
在 以 下 积分 : 
L390) Hi (Cg? = a2, 
其 中 是 新 任意 常数 。 从 所 家 的 方程 可 确定 > 为 ?的 柄 数 :和 一 Xe) 。 艇 方 
程 \ 六 省 项 除 以 58) 得到: 


《人 ON 一 - 


出 于 (7 及 [89)， 


十 
HH, ”? 


人 十 
y= a wk 
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从而 


， fr 
(91) dr Fr 


获 等 式 名 乓 玉昌 扩 的 右 端 代 帮 二 xxt) 且 求 二 定 积分 ,有 : 

Tt dy 让 相生 Ye piv Gy Hs 
其 中 避 及 是 任意 常数 。 十 是 折 写 的 十 方程 输出 待 歌 最 回落 私 约 才 娄 下 未 
式 ; 井 且 7? 起 着 尾数 作用 。 征 帝 常 数 应 则 边界 条 人 忻 届 起 皮 (3 名 来 确定 。 我 们 
上 应 后 将 网 到 条 件 (35) 的 后 面 一 个 应 代 以 条 件 : 


$1 - =0, 
它 玫 东 这 样 惠 实 ， 就 是 当 工 = 时速 座 + 可 有 任 夸 值 。 由 于 浊 旬 ,所 写 的 条 
件 有 形式 Xe| ，，~0。 如 果 锅 为 漂 度 不 等 于 都 , 尖 得 到 *| 一 0。 

中 .并 村 及 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 著 方 程 的 不 变性 ” 当 求 一 个 变 
基 的 夯 数 y 一 cz) 的 极 竺 时 ,我们 可 变换 自 变 量 , 代 替 xz 引入 新 自 
变量 :zx=mp 忆 )， 和 并 且 假 芒 vw) 是 单 琵 的 且 有 不 等 于 寄 的 导数 。 
出 求 握 合 图 数 导 数 的 法 基 粉 岂 : 
(92) 和 -op 6。 

就 新 自 亦 量 的 画 数 来 向 ,有 极 值 的 必要 条 件 是 户 (mpie)=0 
县 出 于 or 人 的 >9; 如 新 条 件 与 旧 条 种 疡 (z] -0 一致。 对 于 在 各 种 
不 同情 况 的 克拉 方程 的 左 端 由 可 得 到 与 候 式 (92) 相 类 假 的 到 式 。 
首先 着 手 沽 虑 最 简 单 的 省 两 ; 


(98) 7=| rs, go 
壮 为 了 写法 简单 起见 ,对 于 元 拉 方 程 的 左 端 动人 特别 下 号 : 
LF] Fy Pye 
5| 进 新 自 变 量 , 可 与 : 


iv, yy) 3 "YH, |= (各 99 
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一 


因而 在 用 新 自 变量 时 积 耸 了 了 就 取 以 下 形式 ; 
| Fg 2 四) 一 | AGE 和 上。 
9 | 用 卷 近 醉 数 y+aw 且 进 行 导 常 计算 ,我 们 得 到 : 
S| Fle,y+ em, y+an) de | = 人 Emman。 
站 同 一 表达 式 在 忆 新 自 变 时 可 写 为 以 形式 
2 ff 2) dr _ , 
| ss， 2 91 写生 王八 we js 8; 
拒 所 得 的 十 个 鳍 果 看 疲 - 一 样 ,可 写 : 
站 | dg) 
上-[s | 2 d=0, 
由 于 画 数 9 是 任意 的 ,从 而 按照 基本 引 理 有 : 
(94) [FI 一 [5 蜂 ], 莹 ， 
并 且 右 端的 符号 应 在 自 变 量 是 & 的 假 钠 下 展开 , 亦 即 
| dz] dr a dr 
|), ly |。 
公式 (94) 完 公 与 上 面 说 对 的 下 式 (92) 相 类 似 , 而 尤 拉 方程 
[ 史 ] -0 虽然 然 异 于 区 于 方程 [7]v 一 0。 所 有 的 一 切 都 可 推广 
到 积分 号 下 丁 数 含 衣 多 个 待 求 夯 数 的 情况 。 
我 们 考虑 两 个 自 变量 的 证 面 : 


7-jre， Uy, Hy Wa Wy A dao 


代 杰 (2 四 引 大 十 个 新 自 变量 从 ,7): 

于 一 人 [人 人 y=, 四) 
着 且 恨 求 所 写 的 夯 数 有 渗 精 导 数 , 呈 与 它们 相应 的 夯 数 行列 式 不 
笑 于 车。 把 积分 号 下 画 数 变换 到 新 由 变量 : 
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2 EY Us fy) =F[eté, (Em) 9 Es ane Uréy ny = 
= 人 $e, Ty Wy Wy Who 

如 同 前 面 一 样 , 引入 痢 近 画 数 w+oa7， 往 积 分 对 a 微分 且 合 a 一 0， 

羞 有 : 


4) 用 mo 如 mo= jjl® Pl | 9 at dn, 


其 中 琴 是 作 上 壕 变 量 赫 接 后 区 域 8 所 变换 的 灶 果 ,也 性 * 妇 是 通 


常 夯 数 行 烈 式 的 记号 , 且 符 号 []， 也 身世 村 党 格拉 大 斯 十 忆 程 罗 
左 闯 , 亦 包 ,例如 : 
[ 门 ,= PP 一 部 Fw 一 元 Rs。 
在 公式 (844) 活 奖 的 积分 中 作 变 量 替 换 且 利用 夯 数 9 的 性 意 


性 ， 我 们 得 到 和 导 和 贞 特 洛 格 入 德 斯 基 方 程 的 并 端 变换 匀 新 自 蛮 最 后 
肉 下 图 公式 : 


TDro, 1 DE 
站 | De | pe 


在 有 要 多 的 自 变 量 的 情况 , 也 可 获得 完全 类 似 的 公式 。 奥 斯 竺 党 
格拉 短 斯 基 方 程 [5] .= 等 价 于 改 用 新 自 变 最 后 的 奥 轿 特 洛 簿 拉 


德 斯 基 方 程 | 着 人 约 | 一 0。 


世 可 同时 作 目 变量 及 函数 的 替换。 比方 如 ， 在 泛 夯 (98) 的 外 
也 , 若 引 人 竹 变量 属 ， 7 妨 代 夫人 人 力 : 
t= pe DD); y= W), 
剧 改 用 渐变 量 后 将 有 画 数 了 = 户 (各 代替 面 数 2 = 六 o。 变 换 诈 画 
(93) 到 新 变量 ,得 : 


T= | Fé, ,YE, Ds et (get pa) dE— 
一 二 God 
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也 辣 前 面 一 样 , 尤 拉 方 程 [四 ,一 0 等 价 于 克拉 方程 [ 钊 ] ,一 0。 
在 下 一 段 中 我 们 将 研究 这 样 情况 下 的 党 扩 万 程 ， 邹 画 数 关系 
yw) 是 由 参数 形式 葵 出 时 的 尤 拉 方 程 。 

72， 戎 数 形式 “ 当 寻 求证 夯 的 极 值 时 , 要求 待 求 曲线 有 显 式 
方程 y=3(z)， 在 实质 上 已 把 辣 题 车 小 了 , 因为 平行 于 4 轴 的 资 线 
与 烙 出 问题 的 解 的 曲线 , 可 能 有 多 于 一 个 的 变 点 。 我 站 现在 来 讨 
论 待 求 曲 友 的 方程 有 套数 形式 的 一 般 情况 。 和 如果 认为 2 及 Y 都 是 
某 参 数 上 的 夯 数 , 那 示 我 但 可 号 积 共 (93) 如 下 形式 : 


(95) 7=| Fe y, He's, 


其 中 四 及 是 对 于 ;的 导数 , 而 如 及 4 是 与 申 米 的 十 端点 相对 
应 的 参数 值 。 当 任意 选择 肉 数 1 时 积分 了 有 形式 (95)。 

我 们 指出 下 面 的 事实 ;就 是 积 俘 号 下 的 西数 不 含有 自 变 量 + 且 
是 对 于 9 及 3 的 一 次 齐 次 丽 数 。 沽 虑 更 一 般 的 某 个 积分 : 


(96) JJ 一 | (2 0', yO, 

在 其 中 积分 叶 下 有 鬼面 数 不 含有 占 变 量 上 县 是 对 于 wr 及 Vi 的 一 次 
齐 次 面 数 , 亦 师 : 

(97) Fie, Wy kr’, hy) EE, Uy FY) 

我 们 鞍 明 ,这 时 不 管 对 参数 + 作 仁 何 蔡 换 , 积 分 总 不 改变 它 的 
形式 。 人 代替 引入 另 一 套数 T, 日 分 二 tt), 莽 上 且 部 为 王 人 二 0， 
因而 当 # 增 大 时 7 也 增 大 ， 把 积分 (96) 中 的 变革 志 收 为 变量 7 
得 : 

7=| ee， Ys Pere YT tr, 
昌 利 用 公式 9 站 ,可 写 : 


人 Fe ar yr td = | Go oh, yo) dr 
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这 朗 当 变换 套数 时 积分 (96) 不 改变 它 的 形式 。* 

我 个 模 出 , 这 里 的 起 着 公式 (97} 中 的 上 的 作用 , 因此 只 要 
求 恒等式 (97) 当 8>>0 时 成 立 就 行 了 。 以 后 将 假设 对 于 积分 (96) 
条 件 (97) 总 是 实现 的 。 

我 们 回忆 一 下 , 当 对 以 显 式 输出 的 遇 络 来 定义 它 的 接近 度 时 ， 
所 要 求 的 是 各 曲线 哩 对 应 于 同一 横 标 的 猎 标 尚 的 接近 度 。 在 参数 
式 方程 的 一 般 情况 下 ,可 以 定义 不 依 籽 于 参数 选择 的 接近 度 , 也 就 
是 如 , 如果 在 上 及 户 的 一 切 点 遇 , 可 建立 五 为 赴 值 的 及 互 为 速 顷 的 
这 样 对 应 ,使 得 对 应 点 间 的 距离 不 大 于 s， 凤 曲线 了 位 于 曲线 五 的 
喜 级 -接近 度 内 。 类 俱 地 可 定义 一 般 e- 接 近 度 。 

现在 转 到 极 什 的 必 发 条 件 的 证 明 。 识 某 曲 线 ! 萎 出 积分 的 杠 
复 。 作出 曲 缆 的 以 任何 方式 选 耕 的 参数 方程 , 因而 i! 的 方程 将 
是 : 3 已 ，y 人。 取 痢 近 曲 线 全 om 的 ,yy( 们 十 qm 全, 并且 认 
为 对 开 点 是 到 同 一 个 参数 值得 到 的 。 将 尘 近 曲线 的 方程 代 大 积分 
(96) 且 把 对 a 及 的 导数 在 a=o%=0 时 等 于 需 , 我 们 可 照常 证 
明 , 对 于 套数 t 的 任何 选择 ， 范 数 250) 及 yl 应 满足 两 个 克拉 方 
程 的 方程 粗 : 


(98) Pe Fe=0; FF,.=0, 


* at 
这 些 开 程 不 显 含 套 数 本 身 。 此 复 ,我们 指出 , 实 续 上 十 丙 数 中 的 一 
个 , T( 中 或 y 凡 可 作为 是 村 意 的 。 事 实 . 上 ,作坊 数 变换 1(75) , 我 们 
得 到 zw[(7)] 及 yE(7)] ,而 由 于 #(7) 的 任意 性 ,我 们 可 认为 这 二 画 
数 中 的 一 个 是 的 任意 贡 数 。 只 这 个 销 况 来 考虑 ; 我 个 就 很 有 理 
出 相仿 (98) 中 的 雨 个 万 程 可 归 竺 盛 一 个 方程 。 项 在 证明 这 件 事 
情 。 
将 到 达 齐 次 画 数 下 的 泪 质 [ 开 ; 熙 和 的 恒等式 
= Ft 
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-- 一 - 一 


的 者 蜂 对 zi 3 2 9 微分 ,我 们 得 : 


《8 Fmt Yar; fy yw ty yy 
0O=z Ft yy Fy! = wy ty yyo 
从 后 面 十 个 等 式 得 出 : 
Fy Fy: 和 PF, P 
(C100) jr = 232， 


其 中 忆 本 起 所 写 三 个 比 式 的 公共 值 。 回 潮 方 程 498) 是 进行 微 分 ， 
册 它 但 取 以 下 形式 : 
下 一 各 sr 一 中 可 一 和 一 下 一 
下 一 了 一 
让 到 式 人 00), 将 这 些 方程 中 的 ww 上 了 ory: 及 Fyw 作 化 换 : 责 由 到 
式 (99) 桨 其 中 的 六 及 了, 替换 ,就 把 它们 变 为 下 面 形 式 : 
y=0; wT=0, 
其 中 
=P (Tm, YT VORY YD Foy — Eyeo 
我 们 认为 x' 及 不 同时 为 老 , 因 此 所 写 的 十 个 方程 确实 归 到 
一 个 诺 程 : 
《ID01) 于 一 百 1 放下) 十 一 一人 
我 全 还 可 附 胡 一 个 方程 到 这 个 与 表 程 组 (98) 等 价 的 县 有 南 竺 
求 画 数 的 方程 上 , 而 沈 铬 加 的 方程 表征 出 套数 + 的 具体 选择 。 例 
如 , 洪 迁 择 符 求 要 各 的 弧 长 s 作为 套数 , 则 这 附加 的 方程 就 有 形式 
2 十 yy 二 1]。 如 时 注意 下 面 曲 入 的 曲率 半径 袁 达 式 [7 ， 则 万 
程 (101) A 


C102) Fa yer 


六 = (wy 38 后 
所 谣 的 一 切 可 没有 困难 的 推广 到 % 杂 空 间 的 曲名 的 活 画 。 浇 
虚 下 面积 分 : 
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(108) 7=| Fr, pty, es 
其 中 是 二 的 酚 数 ,而 和 天 是 导数 。 和 和 前面 一 样 , 我 们 总 假定 负数 
了 是 对 于 2 的 齐 一 实 面 数 。 这 时 对 于 参数 了 上 的 性 何 变换 ,积分 
1103) 总 是 和 趟 变 的 。 和 前 西 一 梓 ,， 不 难 证 四, 为 了 了 要求 呈 闪 人 至 击 
《ea 二 89 fu 的 曲线 熔 积 分 人 08) 以 标 合 ， 它 必 须 满 足下 面 的 万 
拉 方 各 给 : 
(U4) fs 一 
或 

一 pa Fi, SPs =0, ($=] 2， | 7 
不 难 恰 验 , 这些 广 程 的 左 蜂 由 下 面 关 条 机 联 驼 : 


(108) at 
一 之 a mT We Pic, ~ 


对 - 
a 一 

中 ry Fe = 

包 遇 二 #91 


事实 上 ,由 于 瑟 的 齐 志 性 ;按照 尤 抗 定理, 可 写 ; 
Pd ab 
路 这 恒等式 对 局 及 mm 微分 ,得 : 
万 = 3 a Ps 0 > Fo 

从 这 些 恒等式 ,立即 显示 出 公式 (105) 的 中 辕 部 份 的 和 确实 恒 符 于 
圭 。 这 样 -- 来 , 方程 租 (104) 中 的 一 个 方程 是 其 余 的 方程 的 推荐 ， 
因而 我 但 还 可 附加 卖 征 参 数 选 择 的 - -个 方程 双方 程 租 (104) 去 。 
我 们 注意 ,这 里 叙述 的 一 切 理 花 也 可 推广 到 重 正 分 的 情 汶 。 

13， 在 呈 准 空 间 记 的 测 地 炉 设 在 洋 部 维 空 剧 内 定 驻 其 一 测 座 
《10) 0 一 eidridess (aiko 


73， 在 ， 萎 生 洁具 的 测 地 入 84 


其 中 上 rz 都 是 变量 x 的 已 知 区 数 。 我 悄 帆 说 运 些 曾 数 种 安 的 一 阶 而 导数 肯 
旺 速 萎 的 。 油 应 0 人 的 其 定 训 等 丁 膏 在 宁 昌 移 必 (5 二 1 2 的 岳 诬 
蔚 要 分 


CO J 二 Ei x dt 
来 起 村 ; 关 且 纶 为 杰作 号 下 面 的 虑 村 对 任何 值 x 民 z 总 是 正 的 ; 比 假 定 不 是 
一 团 x 吾 沪 寺 ， 世 就 是 ， 我 化 人 椒 表 已 知 二 次 形 人 (1068 是正 宝 的 。 我 们 自然 可 
蛮 为 有 相同 徽 分 的 示 稻 的 条 数 Qin 及 ext 也 是 相等 的 , 亦 妆 乓 gs 一 ax:e 

积分 (0 的 林带 了 做 测 电 简 。 这 得 已 是 前 面 讲 到 泊 的 在 曲面 土 的 番地 
态 的 林 念 的 和 直 址 挫 广 。 为 次 家 简短 起 兄 ， 用 了 Pp 记 根 屿 下 的 和 : 


(Om 0= alee 
rh 1 
ee 的 下 面 的 尤 拉 者 程 丰 : 
, i - 
(109) By on 一 了 去 记 叮 > G, (=1, 2, .HY 


这 市 程 租 申 的 一 个 方程 下 四 其余 方程 的 拭 主 出 来 ,因而 我 们 也 还 可 阶 轴 
一 个 方程 ,就 基 : | 
(L110) p= 记 
妥 谱 = 是 礁 数 上 的 邢 个 值 ， 而 这 值 是 得 这 个 阶 而 方程 所 锯 定 的 。 从 人 07) 音 
即 挫 知 y(110) 守 十 玲 选 丕 东 室 了 间 的 用 疮 的 绩 长 来 作为 参数 如 田 于 局 10) 
去 程 视 0tD 亲 仿 化 为 下 形式 : 
11) pa pai=0, G1 BD ry fo 

不 难 同 策 , 这 方程 币 有 解 ; 

吧 一 常数 。 
事实 上 : 
par + > Party a 
担 由 于 全 开 的 二 次 章 次 芋 项 相 , 我 从 有 : 
puis =20, 
因 之 ,有 : 
?> Pa 十 Bia: 4 十 Trie 


+ 二 
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OO 


利用 这 个 经 式 ， 则 dp/ds 可 二 作 如 下 形式 : 


dp oF 一 
下 二 名 一 + ?4 


且 由 于 (1D), 我 们 有 名 =0, 亦 邹 9 一 党 数 是 方程 组 (I11) 的 解 , 如 果 合 任 总 


常数 宾 于 一 , 财 可 得 附和 如 条 件 倍 10 。 
现在 我 们 母 汕 方程 组 (1 的 展开 志 : 


和 一 局 wom 2 一 和 一 心 ， 
或 者 ,把 表示 式 (108}) 代 这 个 式 子 里 ,就 有 : 
p> Es PT > Re Ei > thai 
放 座 第 二 个 和 。 在 其 中 355 及 Ti 的 系数 不 是 相等 的 ， 然而 我 们 可 用 
让 全 的 和 的 -一平 3 


1 dg Do, 
冯 3 
来 代 蔡 这 两 个 系数 的 紫 一 个 , 则 可 人 司 这 耳 个 系数 相 罕 。 合 并 第 一 和 有 与 第 二 和 


且 蛮 符号 最 后 可 允 方 程 想 引 到 下 面 的 形式 : 
0 0 1 


1 站 
= 世 aT 3rp 


在 这 些 方 得 中 导数 是 对 于 其 s 耶 得 的 。 在 第 二 和 中 斤 弧 内 的 霄 示 式 用 微分 
见 傈 中 的 术 粥 叫 合 第 一 种 克 刊 斯 滁 老 符号 旦 玫 作 如 下 式样 ; 


1 9 Fag _ apaq) [pa 
下 到 32zy 二 | i | 
可 蒂 方 程 (112) 写 为 就 中 部 出 的 形式 。 用 e* 记 关于 短 障 a 的 村 
团 短 隐 的 元 过; 亦 部 
ot ath jaw", 


其 中 忆 是 算 障 ‖aiz 的 行 刘 式 ， 出 于 二 次 于 (106) 的 正定 性 , 妃 是 不 等 于 谷 

的 ; 而 4 用 刻 行 刘 式 的 元 束 ok 的 代 狐 余子 式 。 对 元 末 wz 我 仙 有 下 面 基 
本 等 式 : 

0, (tit)s 

久 局 41! 7 

(113) Dar {an 


? 生 ， 自 和 热 边 慎 条 件 8 


苯 人 113 的 南端 滁 届 o9 对 7 求 和 且 履 变 第 二 项 中 求 和 的 次 序 , 由 才 (113)， 
我 们 得 ; 


(1d) 十 1 | 好 | =0, 
其 中 
0 (} = 


在 刊 用 了 关系 式 (LL0) 之 后 大 扩 方 程 应 人 LTD 网 形式 ,而 生 这 些 方程 业已 不 再 
香 五 依 青 了 。 我 伯 得 以 对 mm 嵌 它 们 解 出 。 

作为 例子 ,考察 在 任 芭 全面 上 的 测 地 乒 的 问题 。 取 Z 四 与 往 面 的 母 矶 平 
行 ， 且 讼 在 于 面 (x; 雪夫 的 导 绚 是 =p49) ,y=yto)， 且 取 导 稻 内 强 长 作为 
孝 数 r， 因而 

po) + wt{r) =1o . 
了 上面 指 帅 的 = 及 坐标 2 作为 决定 在 柱 面 上 的 点 的 位 置 的 套数 坐标 。 这 时 
ds2 =—d92 dss, 
国 而 在 起 情 党 下 我 借 有 : 
oi 一 dag 一 1; a= di— 0o 
方程 d 坊 1] 输出 of 一 0 ( 妆 j= 上 大 a=00 当 j= 马 ， 且 导 数 是 对 强 景 3 取得 
的 。 这 样 一 来 ,我 们 得 到 : | 
r=As+B; 2—=Ais+Bo 

若 4 关 0, 荐 我 朱 可 写 这 些 邮 访 的 办 程 加 形式 2 二 Co 二 0sy 其 中 位 及 避 4 
是 任 襄 常数。 这 些 曲 宁 的 完整 方程 将 是 : - 
人 16) r= y=; a=00+ Cs 
它 何 部 是 早 旋 元, 我 们 已 在 [Il;1%7 站 中 塞 论 过 。 在 # 的 素 达 式 中 的 常数 项 自 
然 不 起 在 何 作用 。 

74， 自 然 边 值 祭 件 ”到 现在 为 目 , 在 讨论 泛 豆 (93) 的 极 值 时 ， 
我 们 前 用 等 求 曲线 在 端点 轿 定 作为 边界 条 件 , 症 邹 已 知 2fkzo 友 
wD) 的 值 。 现 在 指出 努 一 形式 的 边 洁 条 忻 。 设 求 积分 


(4117) J =| (gp, yy, yd 


的 和 极 值 ,其 芋 待 求 曲 钱 的 堪 问 点 是 国定 的 , 亦 朗 在 左 问 点 有 边界 条 
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一 -一 


件 YE = 一 加， 而 没有 和 机 玫 三， 后 愉 不 过 这 端点 秆 位 里 
在 平行 于 ?Y 井 的 丰 秀 3 一 2 上 ,而 这 是 原来 就 入 明星 的 。 役 何 此 
淹 证 明 , 这 个 自 避让 久 也 注 尼 某 边 界 条 件 ,而 这 内 条 件 可 以 
积分 (117) 的 极 值 条 件 次 接 获 得 。 事 实 上 ,车 某 曲线 与 一 切 有 自由 
大 端点 的 痢 近 曲 生 相 比 遐 答 积分 (117) 以 极 人 秆 , 剧 在 右 如 点 固定 的 
条 件 下 这 条 曲 狼 更 是 答 积 分 (117) 以 振 值 。 橡 我 们 前 面 指出 的 一 
样 , 其 时 它 必 满足 万 控 方 程 , 亦 朗 它 是 积 共 5117 的 极 带 。 更 在 转 
到 积分 的 一 次 变 分 的 一 般 表 寺 式 [691: 
= {B69 (Py Pr)dy dv, (By—an), 

和 前 面 一 痒 , 这 个 一 次 变 分 应 等 于 零 。 含有 积分 的 项 庶 竺 于 
霉 ， 因为 刚才 我 们 指出 , 在 这 情况 醋 数 y(z) 应 满足 克拉 方程 。 在 
积分 外 面 的 项 当 z= mm 时 应 为 雾 , 因为 这 个 端点 是 固定 的 。 这 样 
一 内 ,站 一 次 变 分 等 于 寺 导 出 当 w==w1i 时 囊 必 =0。 在 自由 端点 处 
9 可 以 是 任意 的 ,因而 最 后 我 们 获得 在 自由 端点 的 下 面 边 界 条 件 ; 
(118) F,|ss, =0, 

这 条 件 攻 出 在 白 由 端点 # 及 ? 之 阳 的 联系 。 不 难 恰 验 ,对 积 
苍 (2.) 倚 件 (18) 有 形式 风 = 0, 亦 印 在 积分 (2) 的 情况 , 官 归 糙 到 
在 奖 点 2 一 xi 处 要 求 榴 带 与 直线 2= 2 下 交 。 边界 条 件 {118) 通 
党 蕉 称 作 自然 边民 条件 或 边 值 条 件 。 对 于 -下 稳 俘 


T=| Fs, Hs Ws Wn WO, 
可 重复 上 面 的 讨论 ,我 们 得 到 在 自由 端点 的 % 个 超 界 条 伍 
Fyi=0, 全 一 土 ， 2 “1 o 
a Fw, 2 Y's YY dr 
如 果 广 济 到 公式 (23) 及 (38)， 以 及 在 自由 端点 处 w(x) 及 w1'(w) 是 
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任意 的 这 种 情况 , 那 末 我 们 得 到 在 自由 如 感 的 十 个 自 然 地界 条 件 : 
(119) Fy—$ Pr =—0; FF 0 


我 们 许 意 ,这 两 个 条 件 的 第 一 个 葵 出 在 自由 端点 处 3 2 2 
8 ”这 上 申 罗 联系 。 完 全 一 梯 的 ,对 于 二 重 积 耸 


{1420) /=||z kz， Wy Hr, Vy) dg ay 
于 


在 塘 党 (上 的 日 然 边 异 条 件 有 如 下 形式 : 


dy _ de _ 
C121) i ds8 一 0， 


其 中 s 是 境 愉 了 的 弧 县 。 这 可 从 对 积分 (120) 的 一 葡 变 分 的 公式 
{26}) 站 部 推出 

?35， 更 一 般 型 的 泛 画 此刻 考察 证 画 的 一 次 变 耸 , 这 泛 画 除 
了 通常 积分 外 还 含有 附加 项 , 这 些 项 依 顿 于 西数 在 积分 区 岗 的 端 
点 或 在 积分 区 域 的 境界 上 的 值 。 当 斌 究 这 样 证 画 时 , 我 们 仍然 得 
到 以 前 的 光 近 谨 租 ,因而 在 这 证 画 中 附加 项 只 对 于 自然 按 春 条 性 
的 形式 有 所 影响 。 引入 了 这 些 附 加 项 , 我 们 可 获得 不 同形 式 的 自 
然 边 界 条 件 , 这 对 于 变 耸 学 在 数学 物理 的 应 用 上 是 很 重要 的 。 我 
们 将 只 滑 虑 全 列 情况 。 

作为 第 一 个 例子 ,考察 汉 苹 ; 
(122) 7=| Fo, YY oo) hn), 


其 中 名 及 纺 是 画 数 y(z) 在 积分 区 荐 的 韦 端 点 的 已 知 值 ,而 pp (yo) 
及 由 0) 和 是 已 知 画 数 , 工 且 在 (oo) 前 的 贫 号 是 为 了 以 后 便于 讨 
算 。 洪 虚 剖 近 曲线 3) 十 3) 代 信 省 南 中 ， 允 c 微 分 ， 且 人 会 
& 一 们 ,我 们 获得 下 面 的 一 详 变 分 激 达 式 : 
(128) 87 = | [FYBy dnt tp’ (0) + Byte yy (1)8g — 
一 《9 (oo) + Fy [Leo Yor Y' (to) Ovo 
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如 果 某 曲 钨 ylw) 在 自由 端点 时 焙 汪 两 人 22) 以 极 值 ,区 在 固定 端点 
时 宅 更 葵 出 极 值 ,也 就 是 ; 在 上 面 公 式 中 我 全 可 疮 为 61 二 0 二 0， 
而 由 基本 引 理 , y (2) 应 限 例 满足 导管 尤 拉 才 程 。 如 果 证 个 强 点 都 
是 自由 的 ,如 在 公式 (123) 中 3 扩 及 6 wo 虱 是 任意 的 ,从 而 我 全 获得 
如 于 形式 的 边界 条 件 ; 
PE HE sO; WE + Fylgn = 0 
例如 ,全 oO 一 TY 一 242 涩 + 二 ww 时 管 旬 如 下 形式 的 自然 边界 
条 件 : 
起 于 | -十 斩 一 严 一 口 


”因而 当 取 [re 时 的 义 限 , 则 有 =a, 亦 即 导 汉 周 定 端 点 的 和 情 驼 。 

在 一 重 积分 的 情形 , 我 全 取 沿 着 积分 的 基本 区 域 B 的 境 上 和田 1 
的 曲 郴 积 分 作为 附加 项 , 着 旦 我们 取 从 这 境界 了 的 其 定点 算 起 的 
弧 长 3 作为 这 昌黎 积分 的 和 白 变 量 。 我 们 假设 在 曲线 积分 符号 下 的 
田 数 合 有 上 自 变 量 s, 特 求 而 数 避 以 及 它 的 切线 导数 昼 , 也 就 是 ; 


{124) T= | je,y ue) dndy+ | Be, us) ds 
冉 


进行 寻常 计算 ,导出 一 立 变 仙 的 下 面 乾 达 式 : 


，09 kd 
(125) 8J JJim Suarayt {Peg -Pad 


十 全, 一 A ,)5u es。 


和 前 而 一 样 的 讨 识 ,可 证 明 为 了 要 而 数 ut%, 苏 在 自然 边界 条 
件 下 藉 放 前 (124) 以 栋 值 ,必须 要 求 画 数 以 满足 寻常 奥 斯 畦 党 格拉 


人 上 上 镁 足 边 界 条 和 件 : 
， 好 了 a 
网 十 到 一 


(126) F $b, | 0 
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7=|| Gera dy— | Pl) ds, 
二 


其 中 2 人 8) 是 在 ! 上 的 已 知 丙 数 。 在 这 情况 , 奥 斯 特 洛 格拉 德 斯 起 
方程 变 成 垃 普 地 斯 万 程 , 而 边界 条 件 有 如 下 形式 ; 


Zus 0 — 2uy 去 T+ p(s) |,=0。 


和 如果 注意 季 及 措 是 /的 切线 的 方向 余 荡 , 因而 中 及 ( 一 人 是 ! 


的 外 法 鲁 的 瞩 向 余弦 ,期 可 写 边 界 条 件 如 下 形式 : 


ou| __1 
Dn 1 可 Ds)o 


这 样 一 来 , 当 区 域 的 卉 和 结 上 的 法 多 导数 的 值 为 已 知 时 ,我 俩 苛 
向 拉 普 挤 斯 方 栓 的 求解 站 题 , 亦 序 诺 供 坚 间 题 。 如 果 我 们 选取 
Dp()u+ gC) 
划 得 到 如 下 形式 的 过 异 条 件 ; 


E+ gw | 一 一 二 人。 


我 们 注 守 只 影响 到 月 然 过 界 条 件 而 不 改变 万 拉 方 程 及 奥 斯 竺 
洛 格拉 德 斯 基 古 程 的 另 一 个 可 能 性 。 演 可 能 不 借助 于 添 牌 附加 项 
汉 旗 桓 上 如 我 个 前 面 作 过 的 那样 , 而 是 异动 于 在 积 共 号 下 的 画 娄 
上 添加 这 样 的 式 子 使 它 不 影响 克拉 方程 或 奥 斯 特 沼 格拉 德 斯 若 方 
程 。 我 们 在 [68] 中 合 猎 作出 赴 这 样 的 式 子 。 例如 ,如果 生 俩 代 秋 
下 积分: 

| Fe, y, y) ds 
来 者 痔 另 一 积分 : 
| FT+4Ge， y+ Br, Py dm, 

其 中 4,==B,; 册 兆 拉 方 程 没有 改变 , 而 代替 自然 边界 条 件 下 ,一 0 
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的 是 Fy 十 B=0。 
对 多重 和 分 的 销 形 包 可 用 匡 僻 太 江 来 处 

一 次 变 分 前 一 般 形式 “到 现在 为 止 , 在 确定 一 垃 变 共有 时 
二 全 央 基 入 南 上 区 志 不 二 的 ， 下 大作 全 
出 一 次 变 轴 的 表达 式 。 它 粹 我 们 研究 在 变 婵 点 的 一 般 情 况 时 变 分 
学 的 基本 问题 的 可 能 性 。 首先 我 们 考察 最 简 旬 a 的 积分 ,水 即 积 妇 
(17)。 以 前 我 们 认为 都 过 曲 黎 y(2) +amlw) 不 同 于 基本 曲 钱 
y(z) 的 是 附加 项 et 。 此 天 我 们 巩 辟 因 近 曲 继 是 任何 含有 套数 
a 的 ym 着 且 基本 曲 绥 是 当 ae=0 了 时 而 获得 的 gfo) =y(z, 0)， 
对 这样 的 几 近 曲 钱 找 们 也 来 计算 积 如 的 变 作 。 因 此 ,考察 积分 


27) 1-| Fe, yy, yi 
昌 和 在 这 积 俘 中 引信 变动 的 章 江 曲 秋 , 而且 企 定 积分 的 上 上 下限 出 伍 
辑 于 <; 
(128) 7 一 | Fre, ye, 0), Yeley JA, 
并 且 当 a=0 时 , 我 个 有 有 在 积 务 27) 中 出 现 的 画 数 及 积 牙 的 上 下 
限 : 
Yt, 0) = Wn); 1 (OY 于 出， 2010》 一 了 bo 

按照 一 般 定义 变节 是 对 a 的 导数 在 &=0 的 值 与 = 的 于 积 , 则 

可 写 : 


fj 二 Sto) | 


下 二 Cry 


[| 辣 T| 一 -一 一 一 -一 一 
ia=0 
) 


a- 四 | 
并 有 我 个 假设 ylx, oa) 有 到 一 阶 的 涉 钙 导数 。 对 积分 (128) 取 对 aa 
的 导数 , 在 其 中 心 w=6 且 科 以 a, 凡 我 们 得 到 积 侧 的 一 次 变 芬 的 
， 下 面 表 达 式 ; 
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8 Fg, Ws Br: F(zo, yo, WS (pay+ Fray') de 
或 
(329) 87=[F{2, ,yO “+[ Fy+ FS ) der, 
照例 ,应 用 分 部 积分 六 将 积分 的 第 二 项 变形 : 
ds0) [pvey ae je 对 sg dr= 


= Fy (mig) (GW):— Py (zo, 6) By)o— | dy Fova， 
其 中 (5D 及 (5500 都 是 两 数 的 变 分 的 边界 值 : 
(181) DS YD)| a G0, De, 


现在 求 曲 故 在 剖 点 的 条 标的 一 次 守 分 。 井 且 我 们 只 对 右 端 点 
的 夺标 1 进行 全 部 计算 。 显 然 ,有 
i= ¥[e (a » 2]， 
且 当 a 改变 时 , 晤 数 y 中 的 南 个 变量 都 将 改变 ,而 不 像 在 确定 (8)， 
时 各 第 二 个 变 寺 有 所 政变 的 情 六 一 样 , 磺 而 继 标 妨 的 一 刀 变 从 
Sy 将 是 : 
Qs2) dw.=[ Csr ,| a 


-名 作 | nt 


其 中 是 曲 多 在 各 负 点 的 甸 六 的 久 采 数 。 到 委 情 党 , 苛 曲 线 的 左 
纺 点 的 条 标的 变 分 5x 有: 
(183) dy = Smut (HH) oe 
将 品 30) 中 的 (68971 扩 (62)o 用 方程 和 32) 及 83) 中 宪 们 的 备 
来 代入 ,得 到 对 于 积分 27) 的 一 次 变 天 的 最 后 表达 式 : 
部 用 注 原 从 让 的 此 式 及 凡 后 的 现在 神 改 作 y 这 样 可 与 以 前 的 符 导 一 
歼 。 义 原 着 (t= 苞 ,此 处 改作 (= 0, 了 D ,以便 与 原 袖 -- 政 。 
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(184) 67 =[EF (sg Yi FO Py 4 3m 十 
+ yl, 3 yy [LF {ma, yo, ye) — yo yy (To, Yes Yo) | S20— 


r 1 让 of T 
— Fy (To, Yo, Yo)dYye 二 | (# yy gz 8g dr 
台 
, a 
CE 


所 写 等 式 的 右 婚 关于 5 及 53 是 嫉 和 性 的 , 因而 当 痢 近 曲 如 起 
匮 于 多 个 贿 数 时 宅 也 保存 自己 的 党 义 , 并 旦 在 这 情况 ,如 果 所 考 寨 
的 曲线 是 从 恢 频 于 % 个 套数 的 曲 入 族 中 当 届 一 0 (=1, 2,…, 全 ) 
时 而 得 到 的 ; 出 一 次 变 下 应 评 作 是 对 所 指 的 那些 套数 的 始 值 来 天 
算 的 一 阶 全 微分 , 亦 即 : 


(186) 8.7 = So as 
在 依 顿 于 个 未 知 面 数 的 积分 : 
(187) 了 一 Fe, ga, Fs 的 de 


的 情况 ,完全 和 上面 一 样 来 计算 , 导 得 一 次 变 分 的 下 面 公式 : 


一 [F- Yo] Sri 十 DE iD 一 


-| 7- Sr | dm— LE,dyin+ 


RCS 
或 
187 必 7 一 [ FP-D Ey; 3 FB | TT 
:ee 
其 中 5zoy 3o9, 8， 6y1? 是 草 训 在 端点 的 坐标 的 变 分 。 
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我 们 人 上 明 在 公式 (33) 中 引进 的 sg 及 {601 的 看 在 几何 上 的 
区 别 。 出 素 比 较 的 曲线 Y 一 3 oD) 的 右 端 点 的 坐标 是 : wi(o9 及 
入 (的 =YEm 可。 当 关 改变 时 , 右 奖 点 描 出 其 曲 和 经 入。 的 寻 
值 是 ==0, 因此 2 值 本 身 就 是 这 套数 
从 己 一 9 开 - 好 的 改变 曙 。 按 妥 (132)， 
By1 是 面 数 轨 (aj 一 3[2ito 基于 蛮 
量 a 的 徽 分 ; 处 即 Sm 是 右 背 点 拘 继 
标的 路 变 什 的 主要 部 份 。 在 图 二 中， 
这 民 变量 由 人 段 CD 来 表示 它 。 按 昭 
C181) ，(6y)s 是 醒 数 yo) ,关于 名 
“ 的 微分 , 并 二 在 计算 微分 以 前 就 在 (里 二) 

第 一 变数 Do 内 分 =0。， 臣 样 一 来 ，(6)1 是 当 基 本 曲线 yw) 
移 到 上 比较 曲 如 =yts, o0 时 在 端点 2100) 的 炊 标 的 收 变量 的 主要 
部 内 ， 在 图 二 中 ,这 改变 量 由 纯 段 48B 来 表示 它 。 

17。， 横 蕉 条 件 ”在 讨 褒 和 月 然 边 由 条 件 时 ,我 情 便 假定 极 带 的 
新 点 可 在 与 9 加 平行 的 直线 2 一 办 或 “一 0 上 上 移动。 现在 敲 它 体 
本 在 平面 好, 轨 上 的 任何 已 短 曲 秋 和 上 移动 。 为 明确 起 见 , 假 访 左 
区 丘 (ao 3 是 固定 的 ,而 右 端 点 在 上 移动 。 和 上 面 的 讨 稚 一 样 ， 
我 们 证 明 , 若 某 曲 线 y(z) 葵 积 分 以 极 值 , 则 它 应 满足 龙 拉 方程 , 亦 
朗 它 是 极 各 。 一 次 变 分 应 为 霉 : 出 于 尤 拉 方程 ,含有 积 稻 号 的 项 是 
等 于 零 的 , 而 由 于 左 端点 园 定 在 积分 号 外 的 项 当 %=zo 时 等 于 规 。 
这 粒 一 求 , 由 于 一 次 变 分 等 于 寺 导 出 在 变 端 点 的 下 面 的 荣 件 : 
(138) [Fry VY — yy yr Foyle, y, yy=0, 
其 中 5x 及 6 是 沿 曲 如 和 的 短 穷 小 位 移 在 坐标 轴 上 的 射影 。 如 丑 
殷 习 征 个 症 点 都 基 灾 动 的 ,上 昌 获 得 在 责 端 点 的 边界 条 件 呈 33)。 这 
里 应该 回忆 的 是 ,如 果 在 变 详 点 时 曲 矿 灶 积 分 以 极 值 , 慢 当 南端 点 
不 变 或 一 个 端点 不 变 时 它 砚 是 铬 积分 以 极 值 , 敌 末 只 须 重 复 以 前 
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的 讨 谊 就行 了 了。 

用 六 一 肛 配 曲线 的 妃 线 的 角 系 数 ,条 件 (188) 可 写 如 下 形 
2! 
(139) Fay yo YH) Pytr, y, Y) —0, 
这 个 条件 通常 号 慌 棍 殴 深 件 。 这 样 一 来 ,我们 在册 这 条 件 建 六 了 
权 带 的 切线 的 角 洒 数 W 和 十 线 的 每 - -点 的 切 嫉 的 前 季 数 之 
条 的 一 个 半 系 。 如 果 交 的 万 程 是 由 隐 式 Pt 及 一 0 征 出 的 , 朋 可 
戴 杀 件 可 写作 各 下 形式 : 

才 一 Py Ey 


(140) 下 
考 闪 三 礁 安 疝 的 横 截 条 件 。 壮 本 积 修 和 将 有 形式 : 
(141) 7-| ro, y, os, 4, 2) dy 


注意 至 式 (4871) 且 完 全 和 上面 一 样 的 讨论 ,如 时 其 中 一 个 娘 点 在 
已 知 出 面 S 上 移动 , 那 末 我 们 得 到 这 端点 应 满足 的 悉 玲 条 件 : 
(142) CP yy Fd Fd 0, 


其 中 ,6y, 82 是 沼 曲面 8 的 系 劳 小 位 移 的 分量 。 所 号 出 的 条 件 


短 异 于 是 6z, 6y,， 6z 的 系数 应 与 & 的 法 钱 的 方向 余弦 成 正比 。 

菩 曲 面 的 方程 葵 出 如 隆 式 peyo 轨 一 0， 旭 构 蕉 条 件 (442) 最 
然 可 写作 如 下 形式 : 
(148) Eye Fr _ Py Fe , 

Ps Py Ys 

它 答 出 联 系 着 x,， yy, z, 扩 ,z' 的 十 个 关系 式 。 这 十 个 关系 式 代 玉 了 
在 固定 端点 情况 的 雨 个 尘 件 yzo) = 80; 2(20) 一 2 。 

在 一 般 情 纲 , 积分 入 87) 的 要 榨 是 在 (十 1) 闪 空间 (4, gn, 入 ， 
一) 内 的 曲 灵 ,而 如 果 它 的 端点 在 已 知 超 曲 面 9 (4y… 如 二 0 
十 移动, 刀 这 端点 应 服从 下 面 的 复 堆 条件 : 


1 
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2 


(144) (FP) smi Fdy 0 
。 {==1 二 LL 
或 
FviuF 
(146) PY ... Es 
Ha Ph Fyn 


现在 指出 一 个 特殊 情况 。 讨 基本 积分 有 形式 : 

J -3 de—| > (zy 2 工 十 二 22 dy, 
它 是 与 几何 光学 问题 相对 成 的 。 在 这 情况 , 我 们 证 明 横 截 条 件 
(145) 是 与 正 交 条 件 一 至 的 , 也 就 是 , 这 条 件 要 求 极 带 正 亦 于 曲面 
S 。 在 条 件 (14 辐 中 代入 玉 =nv/ T+32 二 22 旦 进行 简化 ,得 : 

l:pe yy ro 

但 工 , sy, z' 是 与 标 带 的 切线 的 方向 余弦 成 正比 , 而 8 的 信 导数 是 
与 曲面 8S 的 法 绍 的 方向 余 台 成 让 比 , 因而 所 写 的 等 式 故 示 鞋 面 指 
出 前 正 变 条 件 。 对 于 在 在 面 上 的 积分 


也 人 长 生 类 俱 情 疯 , 只 要 将 有 利 面 六 伐 以 在 平面 (4z, 仍 上 的 曲 友 和 。 

还 要 注意 ,如 果 把 在 积分 人 4) 中 的 曲线 Yo) ,zw) 的 方程 变 
为 参数 形式 ,因而 积分 号 下 的 南 数 血 有 形式 (2, YZ 01 入) ， 
划 水 检验 让 条件 (145) 可 写作 如 下 形式 : 

.、 BB, BE, FB, 
046) ge 

78， 标 准 变量 ” 横 蕉 条 件 在 变 分 学 中 的 枯 值 问题 的 几何 理 衣 
上 占有 很 重 绰 的 地 位 , 我 们 就 来 纹 关 它 。 症 尤 扩 方 程 中 我 们 预先 
施行 变量 远 换 ,也 就 是 变 到 所 图标 准 变量 。 从 三 给 情形 着 手 , 其 时 
基本 积分 有 各 下 形式 : z 
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一 


(147) 7= Fe, ,Wm 
对 于 这 个 积分 的 克拉 方 惟 : 
d . dm ~ 
(148)- Fy— Fn=0; 一 五 一心 
耳 侣 雨 个 二 阶 碟 元 的 万 程 粗 。 由 下 列 盈 式 引 进 新 变量 "及 人 来 民 
赫 和 及 和 5: 
(149) v= W= Fs; 


并 县 假设 所 号 的 方程 是 可 就 及 z 解 出 的 , 亦 部 相应 的 画 数 行列 
式 不 等 于 霖 : 
DP, F,) 
De 2 

代替 交还 引进 新 男 数 已: 
{150) Hf{z, y, % Vy WW) =v P=y Ft Fo F 
因而 部 为 这 个 新 丽 数 可 用 新 变量 。 及 几 表 达 。 我 们 现在 确定 画 数 
Hi({s, ¥, 2, 8 De 


Ue 


Ay da mn 加 第 ， 
y 一 Dy VT ayY 五, FP, oY 党 3z 
束 兆 由 避 49): ， 
(151) Hy,=— Fye 
同样 ,借助 于 简单 微 姑 法 ,得 : 
(152) HC=— Ff; Hy; H,=», 


这 样 一 汪 , 代替 十 个 一 阶 万 程 (483) ， 在 新 变量 之 下 我 个 可 号 出 对 
于 自 奕 量 z 的 册 数 ,2,0 人 的 四 个 一 阶 方 积 : 


(159) 9 一 Ts 全 一 IH,; 9 一 一 再 Ge = — He 


方程 组 (153) 泛 常 称 作 标 准 方程 组 。 从 公式 (150) 及 (152) 立即 闭 
得 用 画 数 瑟 来 表达 泛 夯 的 积分 号 下 的 男 数 了: 


i， 标准 实 基 55 


(154) Foi wtH,,— 8, 

太 程 钥 人 443) 或 人 5653) 的 通 积 共 含有 四 个 任 恋 常数 。 当 微分 方 
程 的 存在 及 叭 一 性 定理 的 通常 条 件 镁 足 叶 ,通过 空间 (zy 分 的 尾 
何 点 可 引出 只有 任意 若 定 蔬 姑 导数 y 及 > 的 一 东 极 带 。 这 和 柱 带 
求 是 依赖 于 册 个 任意 常数 的 曲线 典 , 记 就 是 依 晤 于 上 面 江 及 的 时 
数 的 韦 关 和 值 。 一 般 我 们 了 称 依 屯 天 南 个 企 癌 常数 且 互 不 相 弥 地 无 廉 
某 部 份 空间 的 无 拉 方 程 的 解 的 公休 为 极 带 小 ,也 就 是 ,通过 这 部 份 
宏 其 的 每 -一 点 有 杖 带 族 中 一 条 旧 只 一 -条 极 带 经过 。 这 样 一 来 , 当 
存在 着 这 样 的 拔 带 族 叶 ，, 在 征 一 点 我 全 有 确定 的 值 Y 及 2 从 而 
在 充满 所 说 的 概 带 藤 的 部 份 空间 中 的 每 -点 ,我 代 有 确定 的 值 
及 2 就 是 说 , 我 们 可 褒 为 在 充满 权 带 族 的 部 份 空 关中 , 2 及 名 可 
着 作 华 标 (z ,V9 的 苞 数 ， 这 些 丽 数 * (za 2 及 ww 5) 分 称 
为 上 面 捐 出 的 极 带 族 的 俩 斜 而 数 。 现在 证 明 , 这 些 灿 数 应 满足 包 
售 写 情 的 依 导 数 的 其 些 方 各 。 事 实 上 ,和 月 变量 x 的 四 个 两 数 : 

VT), 2 [2 人 2] [2 ] 

应 满足 放 程 组 (4153)。 

在 这 方程 租 的 后 面 雨 方程 中 , 将 全 导数 dv/de 及 dwidew 用 它 
个 的 表示 式 来 代 , 刚 可 短 这 些 方 程 为 以 形式 : 


dz 


dy ZH A dy 0 元 一 一 如 za 


了 
更 在 利用 方程 组 (153) 的 此 余 雨 个 方程 ,于 是 得 到 侨 妊 画 数 
of2 2 二 芭 af 2 为 诬 请 足 的 帆 徽 东方 程 组 : 
856) st Hy+o HR,=—H,: wt By Ho= — FH,, 
反之 ,现在 如 vw， 9, 轨 及 人 (x,y, 2) 不 作为 某 权 带 族 的 慎 攻 
画 数 ,而 简 昔 地 只 是 方术 徐 (156) 的 革 个 解 。 效 这 些 画 数 代 太太 程 
组 (153) 的 前 责 个 方程 的 右 映 ,我 们 得 到 关于 y 及 z 的 南 个 一 阶 下 
程 。 在 这 方程 组 求 积 的 千 果 中 ，2y 及 z 是 4 及 十 个 任意 常数 的 画 


2 


(155) w+ 
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TP 


闭 , 牌 这 些 志 法 式 gz CC 2 及 2 人 民有 忒 男 数 人 [92 
及 wiz 9, 2 中, 如 这 上 是 个 男 数 也 可 用 及 两 个 任意 常数 栾 表 
和 达 。 

”不 难 症 明 , 计 时 洗 们 也 满足 方程 家 民 53) 的 后 面 证 个 方程 。 事 
实 上 , 利用 怎 合 出 数 求 司 数 的 规则 及 方程 宜 (153) 的 前 十 个 方程 ， 
我 侦 可 与 : 

9 tt wu, + wd,, 


从 而 ,由 方程 组 (156) 的 第 -- 式 , 我 们 得 到 方 不 虹 - 一 吾 ,。 完全 
栋 语 的 证 明 对 方程 租 仿 53) 的 最 后 方程 也 是 有 效 的 。 

兰 极 各 ytz， Ci, C2) 及 zlw, 0,02) 五 不 相交 地 充满 基部 你 
空间 , 亦 郎 成 为 极 带 族 ,， 妈 我 们 取 方 全 绥 人 156) 的 作 意 解 作为 这 族 
的 函数 "及 ww, 它们 将 是 这 极 带 族 的 钙 笠 商 数 。 这 样 一 来 ,我 们 永 
明了 这 个 事实 , 如 果 有 了 方程 租 (156) 的 解 , 那 未 我 全 可 构 正 相应 
的 瓜 带 族 , 对 于 这 极 带 族 求 设 , 方程 组 (1 56) ) 的 沈 个 解 是 洗 的 值 恰 
画 数 。 这 时 我 们 白 然 只 限于 ylw, Oi, C2) 及 zz Ci 03) 居 它 的 
极 带 族 的 空间 的 那个 部 份 , 也 就 是 , 这 极 串 族 互 不 相交 而 充满 了 的 
空肠 那 一 部 份 。 

还 要 注意 ， 在 标准 变量 之 卡 横 截 条 件 变 成 什么 样子 。 对 原来 
的 变量 它 是 条 件 (143) 。 应 用 公式 (150) 及 (152) ,我 们 可 写 模 蕉 条 
件 加 于 形式 : 

BT — rtd mz=0, 

79. 在 三 维 实 间 内 的 极 带 场 ”现在 我 人 转 到 对 积 牙 〈147) 的 
几何 理智 的 处 述 。 | 

我 们 网 考察 特殊 极 带 族 , 此 刻 就 来 定义 它 。 珊 上 基 空 间 的 革 
曲线 。 我 们 称 积分 (147) 次 状 这 曲线 所 玉 的 什 为 它 的 氢 似 长 庚 或 
其 床 。 比方 说 , 相应 于 几何 光学 肝 题 沟 积 分 (2 ) 的 拟 伺 乓 度 
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就 表示 有 时间, 在 这 时 间 内 , : 穴 间 的 动 点 以 答 定 的 速 庆 wz; y; 功 赴 
过 出 线 了 。 

我 们 茵 察 从 空间 的 一 个 定点 3 引出 的 极 囊 东 , 号 设 这 极 绩 
柬 在 型 。 点 的 革 半 成 内 成 为 极 冲 族 ， 订 部， 在 这 竺 域内 标 带 东 陈 
了 在 WW 点 而 外 下 不 相 变 ， 在 每 -- 标 蒂 上 从 Wo 点 起 取 这 样 的 颖 
于, 到, 使 对 于 所 有 极端 这 眶 的 所 位 长 度 等 于 同 -个 数 P。 点 型 
的 下 何 束 迹 将 给 出 基 曲 面 , 我 何 称 它 为 以 Wo 为 中 心 的 氢 似 球面 。 
如 到 改变 p 这 个 数 , 我 们 得 到 氢 似 球面 族 , 这 族 依 种 于 一 个 参数 县 
完满 fo 点 的 某 畦 域 。 不 难 否 出 , 我 们 的 极 囊 虐 与 拟 似 球面 横 裁 
地 相 变 , 亿 就 是 识 , 在 开 。 点 的 某 关 域内 的 年 一 点 我们 的 极 带 族 
的 颌 斜 卫 数 2(m 9, 相 及 wv 9, 司 牌 满 足 横 截 条件 (157) ,其 中 
8z, 6y, 8z 是 沿 症 奴 过 所 指点 的 拟 亿 球面 的 乱 穷 小 位 移 的 分 
量 。 

事实 上 , 回 到 在 一 - 般 情 况 下 表示 汽 画 (147) 的 变 分 的 公式 : 

人 一 [一 五 Sz 十 67 十 2082] 32 十 


[158) + RP, Lp, -az 二 (本 一 -4 P, )82 ja 


用 设 椎 带 来 的 端点 并 沿 报 供 球面 安 动 。 这 时 这 责 的 值 按 作法 保 
持 常 数 ,因而 57 =0。 在 翁 式 (158) 的 右 端 中 的 积分 项 变 为 涝 , 因 
为 所 取 曲 线 是 凤 篆 ;又 积分 和 号 外 的 项 在 下 限 处 为 零 , 因为 Wo 点 是 
固定 的 , 放 在 这 点 682 一 89 一 8z 一 6, 因此 在 积 耸 号 外 的 项 在 上 限 也 
应 为 专 , 亦 序 ， 治 扯 们 球面 变动 的 点 歼 应 满足 横 截 条 件 (157)。 我 
全 指出 , 极 带 束 的 公休 依 顿 上 南 个 任意 常数 ,而 形 虑 洗 拟 但 球面 的 
变动 归 车 为 这 些 常数 的 改变 , 在 这 里 这 两 个 常数 起 着 我 们 在 [78] 
中 讨 过 的 参数 的 作用 。 

规 下 是 Ko 点 的 券 域内 的 某 一 点 。 我 们 有 速 接 je 及 型 二 

点 的 确定 极 带 , 有 旦 积分 (147) 港 着 这 私囊 的 训 Ho 的 值 是 好 点 
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的 华 计 (zw, 9 2) 的 确定 丙 数 6(z，y, 臣 。 这 时 报信 球面 能 的 万 程 
明 然 是 : 
站 59 Or YW, FE) 一 
其 中 什 上 而 所 谤 寺 的 参数 , 我们 通常 证, 从 Wo 成 引出 的 粮 带 来 
构成 中 心 标 带 绒 。 上 面 拱 到 过 的 报仇 球面 称 为 和 过 如 的 材 截 曲面 ， 
而 册 数 是 场 的 基本 疼 数 ， 

现在 转 到 -一 般 极 带 场 的 柑 适 。 裕 So 是 三 维 空 疝 的 某 曲 面 。 
在 这 曲面 上 的 每 一点, 槛 席 牺 件 (142) 确定 在 这 点 的 如 ,zz 或 伐 规 
条 件 (16 站 确定 这 点 的 * 及 区 。 吉 果 取 这 些 秆 及 z' 作为 导数 的 
初始 值 : 岂 我 贫 可 从 曲 西 So 的 每 一 点 作出 极 带 , 宅 与 曲面 So 横 裁 
地 相 稀 。 如 果 对 曲面 So 的 每 一 点 都 作成 这 样 极 带 , 外 我 们 得 到 恢 
乳 于 雨 个 大 数 的 极 带 的 公 体 , 它 与 曲面 So 横 截 地 相 充 。 性 在 这 曲 
面 的 某 因 域内 所 指 的 极 带 的 全 体 作 成 极 带 恋 ， 亦 即 互 不 相 变 。 在 
族 中 的 每 一 极 带 上 从 在 曲面 So。 上 的 点 型 起 项 取 弛 型 o 开 ,使 积 
分 忆 47 语 这 醒 带 弧 有 葵 定 的 值 p 。 这 些 弧 的 问 点 开 的 几何 畏 迹 
猪 出 其 曲 面 S。 

不 难 滞 出 ,我 们 的 栋 带 族 与 这 个 曲面 8 横 惟 地 相交 。 素 实 上 ， 
只 须 重复 前 面 的 中 心声 的 讨论 。 衣 然 , 在 这 里 时。 点 不 是 不 动 点 
而 是 沿 着 曲面 S56。 上 变动 的 , 然而 由 于 我 们 的 极 带 族 的 酝 造 , 它 是 
与 go 横 礁 地 相交 因此 在 至 式 (158) 芍 帮 妨 的 积分 号 外 的 项 在 下 
限 处 为 老 ， 这 和 中 心声 的 情 总 完全 一 样 。 这 样 一 来 , 充满 曲 男 8 
的 思域 的 部 愉 空 间 的 曲面 3 与 构成 的 极 众 上 庆 横 截 地 相交 。 在 这 情 
有 天, 我 们 也 称 极 昨 族 为 极 带 需 , 而 曲 而 $ 者 是 这 场 的 横 堆 曲面。 于 
是 ,着 仓 在 依 硝 于 一 个 参数 的 曲面 族 有 内 与 极 带 请 横 截 地 相 充 ,出 这 
标 带 族 是 极 识 场 。 积 分 (147) 说 着 上 面 扣 到 过 的 极 歼 场 的 弧 Yo 民 
的 值 是 半点 的 仅 标 的 攻 数 442, y, 罗 ,因而 方程 (59) 是 场 的 模 截 
面 族 的 方程 ， 特 别 妆 6=0 时 我 们 有 曲面 go 的 方程 。 在 相应 于 凡 
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何 光学 问题 的 积分 的 情况 ,中 心 场 的 殷 似 球面 是 在 不 同时 齐 i。 
版 的 局 部 皖 动 的 波 的 前 障 面 ， 在 一 般 情况 , 当 So 是 在 开始 时 划 的 
波 的 前 阵 面 的 条 件 - 下 , 烧 上 规则 面 8 也 车 出 在 不 同时 刻 移 波 和 的 前 卫 
面 。 
在 筑 堆 曲面 8 上 的 每 一 点 横 巩 条 件 (157) 中 be， 6y, 5z 的 采 
数 应 与 曲面 S 的 法 线 的 方向 余 落 成 比例 。 从 另 一 方面 ,如 所 周知 ， 
这 方向 余弦 与 方程 (159) 的 左 端 对 兴 标 的 恨 导 数 成 比例 , 六 序 , 这 
些 依 导 数 应 与 慌 芍 条 件 (157) 中 的 系数 成 比 例 。 伏 而 ,我 们 此 寻 宁 
证 明 会 发 生 这 样 可 注意 的 专 实 , 就 是 在 这 里 它们 不 是 成 比例 面 从 
是 相等 的 , 亦 印 : 
3 
Or 
并 卫 在 写 出 的 公式 中 , 月 然 部 为 及 如是 (2, 9, 2) 的 画 数 。 它 们 
是 前 节 中 已 经 提 千 了 的 场 的 倾 圣 击 数 。 我 们 就 要 证 明 的 这 个 断 车 
可 从 基本 公式 0158) 育 慷 推 得 。 . 

为 了 明晰 起 出 , 首先 芳 虑 中 心声 的 情况 。 我 们 在 前 面 已 赤 襄 
过 , 在 这 里 9(2, y, 人 ) 是 积 秀 (147) 沾 着 中 心声 的 极 带 红 Wi 的 
侍 。 

汶 端 点 开 已 不 再 治 著 拟 们 球面 变动 ,如 我 们 前 面 作 过 的 , 面 是 
在 空间 肉桂 总 变动 。 一 般 地 论 , 这 时 连 赚 于。 及 动 点 对 的 过 的 极 
带 上 自然 得 随 着 改变 。 在 这 情况 . 对 点 的 变动 将 不 是 使 屯 于 两 个 寡 
数 , 像 上 面 治 着 扯 相 球面 变动 一 . 样 ,而 是 依 顿 于 滞 三 个 参数 ,我 们 并 
不 去 固定 它们 。 用 5 各 关于 这 些 矢 数 的 改变 爸 徽 芬 。 回 到 基本 从 
式 (158), 由 寺前 面 所 襄 的 ,我 们 可 将 积分 了 的 什 以 国 数 9 (2,9, 攻 
来 代替 。 这 公式 的 右 问 的 积分 项 由 于 党 极 带 取 积 分 而 消失 。 在 积 
分 号 外 的 项 在 下 限 处 也 变 为 老 , 因为 型 。 点 是 面 定 的 。 多 而 积分 
号 外 的 项 在 上 版 处 业已 不 为 零 , 因 为 型 点 在 没 拟 但 球 画 变动 而 是 

EE 


(160) 一 一 再 人 3， 2, YU} Vw, 


8 2 
dy ”ez 


00 入 二 帝 ” 生 导 深 


任意 变动 ,四 而 我 们 有 等 式 : 
61) | SO, y= — Hr dy 
从 和 福 显 出 公式 180) 。 

对 了 于 任何 场 昌 可 完全 - : 样 地 进行 这 些 盐 式 的 证 明 。 伐 替 拟 你 
球面 的 有 曲面 癌 , 且 在 公 世 (C153) 的 吝 织 中 积分 屿 介 和 的 项 在 下 限 处 
仍旧 谈 为 零 ;, 因 为 曲面 名 与 增 的 极 带 柜 截 地 相交 。 

如 时 代 (1800) 的 三 个 方程 中 浙 去 2 友 包 ,我 们 就 得 和 到场 的 基本 
画 数 的 一 阶 候 微分 方程 
C162) B+ Hr, YX By PB,) =0, 

这 样 一 来 ,任何 扬 的 基本 男 数 原来 应 满足 同一 个 方程 (263)。 更 在 
永明 它 的 反面 , 部 一 般 地 击 , 方 种 们 6) 的 任何 解 是 车 声 的 基本 画 
ES 

惟 89 是 方程 (162) 的 禁 一 个 解 。 图 数 v 及 名 确定 如 下 式 : 

C163) 1 一 的 ?3 w= 
对 及 2z 微分 恒等式 
(164) a+ Hig, y, 2 HO, HN) =0, 
我 们 得 到 (156) 中 证 个 方程 , 也 就 是 , 如 上 面 汪 过 的 , 我 们 作 内 的 
图 数 9 反 ww 对 应 于 茶树 带 凤 , 它们 是 这 极 带 区 的 傅 群 画 数 。 四 
《168) 及 《164) , 方程 (157) 的 左 端 是 画 数 Bo 的 全 微 下 , 丈 序 
外 一 已 是 上 面 提 到 的 极 带 族 的 槛 蕉 曲面 族 , 这样 一 来 ,这 
个 极 带 族 戌 为 场 。 和 由 【161) , 万 程 代 67) 的 左 端 在 这 里 是 扬 的 某 本 
图 数 的 对 微分 , 于 是 而 数 2 是 上 面 提 到 的 雯 的 基本 醒 数 。 还 要 
注意 ,从 .上 面 淮 出 , 票 囊 族 成 为 声 的 必 归 已 充分 的 条 件 是 : 方程 
(1577 的 左 端 是 全 微分 , 迹 印 机 求 这 左 端 的 曲线 积分 不 依 顿 于 积分 
路 荃 。 

在 与 几何 光学 的 基本 同 加 初 对 应 的 积分 的 情 况 , 横 蕉 条 体 
{i142 有 加 下 形式 : 
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= 


过 己 
ma Ta Yn Bp 
(nv + 十 3 “了 I ) 


:< 
By 0 
了 六 各 T+ Tg oY T+ 二 2 了 


或 ,如 寺 明显 简 化 之 后 : 


人 dy dz 和 
Fe 82 十 了 99 十 Te 5 0, 


蕉 曲面 与 这 场 的 枢 和 带 正光。 在 这 情况 , 标 玲 变 及 及 画 数 瑟 由 下 而 
等 式 确 证 


上 F 
nh 名 旋 
y ww 


VI VT 


1 


= pn 1+y 二 2 
~ ] 十 3 荆 十 2 i 1+ yh ¥ + 


武者 经 简化 后 
H= Vp, 


VI 
而 方程 (162) 有 形式 :: 
Or— 0 
或 . 
此 二 出 十 人 = 2 办 。 
和 如果 % 二 常数 ， 旭 空 测 是 均匀 的 ,因而 航 带 是 机 黎 。 当 极 带 族 
的 极 带 是 某 曲 面 go 的 法 绕 时 上 且 仅 当 此 时 ,它们 成 为 场 。 在 这 些 法 
加 上 取 相 同 长 度 的 线 孔 ,我 们 得 济 场 的 其 他 机 长 曲 面 So。 如 果 作 
出 中 心 在 上 目 有 辐 定 华 径 的 球面 族 ,. 且 了 到 这 球面 族 的 包 面 ,上 
可 得 到 这 些 雁 苓 果 面 ( 术 更 斯 权 阅 )。 如 果 用 拟 亿 球面 代 夫 球面 ， 
则 对 非 均 匀 的 空 站 ,区 构 阅 也 保 村 有效 。 还 辟 指 出 ,在 [II; 128] 中 
已 网 明了 址 黎族 是 某 曲 曾 的 法 线 族 的 条 件 。 
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80 一 般 情况 移 场 锡 理 论 ”所 倒流 的 几何 理论 在 平面 的 情况 
也 保持 正 硝 的 ,这 时 基本 积分 有 如 下 淮 式 : 
(165) 7=| eta ydp, 

Br 一 可 电 [及 新 变 攻 订 伐 备 六 ,但 引 有 大 画 数 五 种， 区, 中 一 
一 3 一 古代 甸 积 分 C165) 的 尤 拉 方程 将 是 含 峡 个 一 阶 方程 的 
方程 组 : 


时 dy 
067 ye Hi ds Hy, [+ | 
而 模 巷 条 件 : 
(167) (Fy,—y HF drt Fdy=0 
在 新 变量 之 下 将 有 上 形式 : 
(168) 一 吾 57 十 中 人 yy 一 日 。 


在 平面 上 的 梅 带 族 应 含有 一 个 参数 , 并 和 且 认 为 它 互 不 各 变 地 
复 盖 着 部 份 平 面 。 在 这 部 份 平面 内 3y 及 帮 和 变 荐 2 是 点 的 坐标 
(z, 幼 的 确定 的 画 数 (xz 是 族 的 倾 料 琴 数 )。 至 于 构 截 条 件 (168)， 
它 可 站 作 殉 定 极 带 族 的 横 截 曲线 的 一 阶 征 从 方程 , 也 就 是 峭 定 与 
族 中 的 极 带 模 蕉 地 相 变 的 有 曲 六 的 微分 池 程 : 


在 这 里 我 们 有 如 下 特点 , 邹 任 何 标 带 族 总 是 构成 场 。 这 时 ,由 
然 假 定 保证 方程 (I69) 的 存在 及 唯一 .性 定理 的 条 件 已 经 满足 。 

现在 来 主任 何 稚 数 空 戎 的 一 般 待 况 的 场 萝 。 此 处 我 们 将 不 巴 
以 证 明 ,因为 它 和 三 亲 空 冰 所 作 的 证 明 是 完 侍 类 但 的 。 在 这 情况 ， 
基本 积分 独 合 有 自 变 量 ? 的 元 个 长 数 宙 9a0 ,yw 凡 及 窒 个 的 
导数 gx : 


{170) T=| Fg. fis diy hs mm) dys, 
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相应 的 标 带 是 从 含 % 个 二 阶 方程 的 方程 租 : 
(171) Pa Pa=0, (=1, 2, .so) 


来 确定 的 。 代 蔡 9 引信 新 变量 休 : 
112) rt 
并 及 襄 为 画 数 行列 江 


(173) 有 “9 Pa,) 


站 (3 四 pa 
不 等 于 零 , 亦 印 方 程 (172) 就 4; 是 可 解 出 的 。 
我 们 假 识 用 变量 (x, gr 加) 表示 的 面 数 五 由 下 式 确定 : 


(174) Hitz, Hi 3 ry 一 这 ge O— Fo 


让 接 答 分 记 利 用 忆 72) 得 
Hao,=——Fo; Hp= gs 
而 方程 组 人 471 可 写作 2 个 一 阶 方 种 的 形式 { 标 淮 组 7 


了 dg = 一 了 0 
C176) or Hop; 0 时 Ha,o 


眶 助 于 积分 (170) 可 在 有 誉 标 (e， gr … 94;) 的 (x 十 D 寻 窟 间 
摧 确 定 任何 阳线 的 氢 亿 长 度 的 酸 人 多。 如 果 恢 加 于 郑 个 任 总 常数 的 
熏 带 的 全 体 充 谎 关 mn 十 活 准 部 份 空 沿 月 互 不 相 与 ， 章 称 这 些 极 玫 
构 度 了 栋 带 族 。 在 所 指 的 部 份 空 沿 中 9 且 因 之 pr 是 点 的 确定 画 
数 , 炙 闻 是 变量 位 ， 9， 0 的 商 数 ( 谍 的 倾 糙 酚 数 )。 像 二 杂 至 
向 一 样 , 也 可 和 逐 字 和 逐 角 地 照 梓 确定 中 心声 。 为 了 获得 一 般 场 ,选取 
某 超 曲面 So:ptz， 9， 9 一 0。 在 呈 上 的 每 一 点 横 截 条 件 答 
出 于 个 关系 以 确定 导数 羽 的 值 ; 如 化 用 这 些 信 作为 在 方程 得 1171) 
求 积 时 的 初 妃 值 ,一般 地 缮 串 我 他 得 到 极 带 族 , 它 与 go 横 截 地 
相交 。 和 三 杂 情 况 完 双 一 样 , 可 构造 与 标 带 族 模 截 地 相交 的 其 他 
曲面 5, 由 而 这 极 带 族 配 成 了 场 。 在 每 一 个 场 内 存在 基本 画 数 
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pla 9 … go 上 比 太 对 中 心声 来 设 , 这 画 数 输出 沿 明 的 极 靖 从 场 
的 中 心虚 型 到 变 点 的 积分 的 值 。 对 往 何 中 也 相似 地 定义 基本 医 
数 。 对 伍 芒 选择 的 声 ; 关 于 基本 国 数 我 们 有 : 
Ds = ~— HD; 0%,— Fy;= pr} 

并 且 这 基本 画 数 应 满足 仿 微 分 方程 : 
(176) Oe Hg, gn ey ay Das “1s 0 ) —=0 6 

反之 ,一 般 地 交 ， 这 方程 的 任何 解 是 基 志 的 丰 本 责 数 ， 并 且 对 
应 于 这 场 的 画 娄 (172) 由 公式 pi 一 D6 确定。 当 且 仅 当 和 是 菜 个 
场 的 韦 斜 而 数 计 ;, 硼 达 式 


一 豆 167 十 bp DiS 


是 人 至 微分 , 因而 这 时 上 面 的 式 子 是 场 的 基本 丽 数 9 (48, qq) 
的 至 微分 。 

81. 特殊 情况 ” 当 作 标 准 变量 的 变换 时 ,我们 注 准 一 个 重要 
的 特殊 情况 。 发 FF 是 关于 导数 哮 的 一 次 卉 次 丽 数 , 例如 , 在 参数 
形式 的 变 分 胃 题 中 这 情况 是 会 发 生 的 。 技 对 齐 次 函数 的 龙 技 到 
式 , 有 : 


(177) > gi FP 
对 gi 微分 这 恒等式 ,得 泥 : 
> qs Eos =0, 


内 而 这 齐 次 方程 组 的 行列 式 应 等 于 零 。 由 而 这 恰好 就 是 行列 式 
《178) ,为 了 要 有 可 能 变 为 标准 变量 , 它 又 底 当 不 等 于 雳 。 从 恒 等 
式 忆 7) 立 序 扒 知 ,在 这 坚 画 数 吾 恒 等 于 零 。 和 有 从 前 一 禅 ; 我们 迁 
可 定 尽 标 种 场 的 概念 , 且 对 性 何 坊 有 基本 画 数 2Kz; 1)…, 4)， 它 
的 偏 导 数 从 下 面 等 式 确 定 ; 


和 蛙 丈 情 : 疯 3685 


(73) -7 goFas=0; 0, Foso 

从 这 些 方程 的 第 一 个 指出 基本 机 数 不 含 有 za 。 方 各 94, 一 也 
的 右 端 都 是 全 的 雳 坎 齐 坎 画 数 , 因而 从 这 些 方程 可 用 导数 96, 素 
天 示 比 式 儿 (% 一 2，…, 台 。 将 这 些 表达 式 代 及 方程 (177) ,在 这 情 
况 下 ,得 到 偏 微分 方程 来 代 村 方程 (176)。 

对 十 态 示 #3 匈 空 间 的 册 粮 的 长 度 的 积分 ; 
(U79) | -| 人 Qa dT 
米 进 行 一 切 计 算 ， 此 外 系数 mx 满足 关系 dx 二 ai; 且 是 变量 名; 的 已 知 国教。 
六 这 博 六 ,我 们 有 : 


Bo = Ton, me., (ze= vy RE cd 全 


从 而 
RD dan 
其 中 用 4 色 垂 阵 ay 的 洲 短 陋 的 元 来 [III1;251。 
将 双 的 委 达 式 代入 方程 (177)， 得 到 可 找 的 仿 伍 分 方程 
(180) 六 -458y 6 一 了 
而 对 积分 G79) 的 任何 极 带 揭 的 基本 画 数 应 满足 这 方程 。 


积分 (UD 洁 妃 的 极 带 在 雨点 Mo 及 开 的 储 输 出 在 该 雨点 月 的 测 地 十 
离 ; 因 之 我 们 得 到 在 任何 塌 内 对 这 虐 离 的 平方 了 = 到 的 坊 微 分 方程 : 


(81) 有 ATa Tg, =47。 


在 区 峭 旺 内 丘 谈 量 是 驮 数 , 安 是 可以 完 至 任意 和 累 香 的 并 且 宕 不 出 现在 系数 
ox 用 雪 | 数 旨 中。 在 这 情况 ,我 全 也 可 考虑 在 条 空间 (gi; 44a9…; 94) 内 的 声 
及 基 本 师 数 。 在 这 空间 内 可 取 一 个 变 基 作为 自 变 量 , 乔 在 六 里 方程 C18 是 
地 时 方程 蝇 ? 介 的 对 称 展 式 。 
在 几何 光学 的 此 本 疝 题 的 情形 , 当 坊 故 狼 形式 生出 时 ,我 们 在 : 


F=n (ry yy 人 5 二 2 十 aay 
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国之 方程 S01 有 形式 : 

总 十 好 十 扣 二 m2 (fr yy 让 
以 前 我 们 前 从 基本 积分 的 东 个 形式 出 发 来 得 到 疫 力 程 ,在 其 中 变量 7 起 着 自 
变量 的 作用 。 

在 前 面 入 壕 的 这 部 理论 中 ,我 作 流 有 假设 自 变 量 了 不 出 再 在 积分 导 下 的 
图 数 情 小 。 痊 与 积分 人 79) 相对 应 的 测 地 槛 问题 时, awx 不 含有 自 变 恒 , 因而 
可 另外 素 对 符 安 。 如 在 ?0 中 一 样 ) 几 $8 记 在 公式 (179) 中 的 根 导 下 的 式 子 ， 
卫 用 绝 上 其 作为 矢 数 , 亦 即 31 进 关东 式 


r= Ua ly 
我 们 得 淹 微 分 坊 程 术 人 11): 
po 一 区 pri = = 


且 对 这 三 程 扭 可 进行 泛 常 形式 的 标准 变量 的 变换 ,也 就 是 引 大 新 变量 六 = Pry 
来 代替 外。 
丁 数 五 由 等 式 确 定 ; 再 (85y Pr) =- 训 45D 一 全 ) 县 由 于 是 甘于 各 的 二 


次 齐 次 多 项 式 , 立即 得 着 辽 一 p 。 如 果 用 gx 及 天 示 8 且 鞠 P=96, 代 入 
闫 又 式 p= 我 们 就 得 到 对 于 5 的 偏 微 分 方程 。 为 且 显 起 见 ) 用 * 记 由 de 用 
2 习 达 的 阔 数 8; 我 们 有 标准 方程 棚 : 


好 
Se ype = 一 名 xy 二 一 二 2 .…, 1)o 


福 意 到 tp; Pr 是 关于 px 的 二 二 次 逢 次 多 项 式 ， 我 们 可 已 断言 在 所 写 
的 方程 中 蔡司 时 了 蕊 az 民 炎 px 及 以 as 代替 9 态 程 组 父 形 颖 保持 从 盔 , 此 让 
% 是 任意 常 教 。 说 9 内 矿 殖 : 旺 生疏 外 在 = 时 的 割 谷 和 值 。 如 果 注 意 上 
面 所 请 的 ， 就 可 断 寺 在 标准 方程 再 的 用 中，pzy p48? 及 是 通过 相合 sp 和 
sp 的 形 睦 出 现 的 ,也 就 是 ,这 和解 有 形式 : 
k= Pr (rr 人 二 1， yy 4+)» 

其 中 不 =spx 及 rj 一 SEE 起" 福 窟 到 关 夭 式 xy Pi) 二 1] 琵 妈 一 si 就 可 蚌 车 
及 点 他 多 的 测 地 距 资 可 表示 为 以 下 关 式 : 
=T = te) = vey br(trys 9 je 
利用 等 式 二 px (rk 9 外) ， 我 们 可 用 gx 及 gp’ 未 表示 rps 于 是 所 写 勾 式 的 

右 总 可 用 gx 及 中! 表示。 
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2. 雅 可 比 定理 ”如果 常 微分 方程 租 (175) 的 通 积 分 可 完全 
地 求 得 , 姑 自 然 可 建立 和 葵 定 的 变 分 问题 相 迁 应 的 一 切 可 能 的 场 ， 
且 国 之 可 求 出 方程 (176) 的 任何 解 。 我 们 将 在 本 管 的 第 二 部 份 再 
请 这 问题 ， 那 时 我 们 风 阐 明 一 阶 偏 微 从 方程 的 理 答 。 反之 , 如 果 
我 们 能 求 得 方程 (176) 的 解 , 就 可 以 作出 方程 租 (175) 的 通 积分 ， 
这 是 我 们 现在 要 让 明 的 。 不 过 需要 确定 所 高 能 够 求 得 方程 (176) 
的 解 这 个 断言 是 什么 意义 。 这 方程 确定 自 变 量 (2, 91，…, gm) 的 
面 数 0。 宅 本 身 不 含有 嚼 数 纪 ,因而 对 它 的 代 何 解 添 如 任意 常数 
项 a, 也 得 到 方程 的 解 。 我 们 称 这 样 的 解 为 方程 的 全 积分 ， 就 是 
这 个 解除 了 含有 上 而 提 及 的 任意 常数 4 以外, 还 含有 个 任意 
常数 

(182) OO (0, gy ey ns Hy ey Gs) FE 

并 且 假 识 二 阶 仿 导 数 04 为 元 索 的 行列 式 不 等 于 雳 。 这 就 显 田 ， 
如 果 知 道 方程 (176) 的 全 积分 ， 借助 于 简单 徽 分， 就 使 我 们 有 可 能 
来 作出 方程 租 (175) 的 通 积 共 , 也 就 十 有 -下 面 雅 可 比 定理 : 如 时 已 
知 方 程 (176) 的 全 积分 (183) ;出 等 式 : | 


1898) 0,.=b.; 

(1881) tgs = Pk (EF=1, 2, +, 1) 

稿 由 方程 组 (175) 的 傣 名 于 2% 个 任意 常数 的 解 ,其 中 as 及 如 是 全 
童 常数。 


由 于 所 作 的 假设 , 行列 式 上 564,| 不 等 于 零 , 我 个 可 以 在 方程 
(188) 中 就 加 解 田 , 并 且 变量 如 可 用 自 变 设 及 性 意 常 数 41,…,o 
来 表达 。 将 这 些 表达 式 代 人 方程 《183;) 的 左 端 , 我 们 也 得 到 用 
的 pi 因而 我 们 必须 枉 明 , 及 得 的 gx 友 jr 的 这 
些 走 达 式 满足 方程 租 (17 外 。 对 方程 (188) 关于 = 微分 县 对 方程 
C176) 关于 a 微分 ,得 到 2% 个 等 式 : 
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28 9 
Br en eno das 


Bi eid 


Bo 0a + Tr Ba 
从 和 而 推 得 个 绎 这 : 
2 Li 
< a oa —H,,) =0, (2=1, 2, .+, 人) 
按 傈 件 le 全 天 有， 从 丽 焉 序 得 甩 ~ Hs, .为 了 证 明 方 程 


钥 和 75) 的 其 他 方程 的 正确 持 , 我 合 对 开 程 61881 关于 4 微 苍 芭 对 
三 种 76 关于 i 徽 分 : 


Gp OY + se 2 dnp 
oar Or Og 1 Gq00: dr 
039 


sy 
本 tH da t ne 


深 项 相 减 且 应 用 已 姓 过 和 的 等 式 , 我 们 和 书 到 万 程 租 (175) 的 其 余 方 
程 。 . 
这 样 一 来 ,我 们 看 出 方程 (176) 的 从 积分 的 获 每 就 痊 出 方程 粗 
民 75) 的 通 积 牙 , 而 我 们 的 问题 的 枉 尝 是 由 这 方程 粗 确 定 的 。 在 天 
程 组 4175) 及 方程 (2176) 之 间 的 关系 是 和 这 样 的 几何 事实 相 庶 的 ， 
竹 值 笨 题 的 任何 注 或 者 是 用 鲍 成 电 的 凤 带 本 身 来 撒 述 , 或 者 是 用 
这 场 的 机 埠 曲 面 米 抄 述 。 

83， 站 断 解 ”在 某 些 情况 中 发 更 了 这 样 事情 , 在 具有 连 粮 履 
谈 的 切线 的 曲线 中 , 泣 有 这 样 -一 条 甩 链 攻 葵 出 革 琵 画 的 极 值 ,从 而 
发 牛 能 和 否 在 园 】 沱 一 类 的 曲名 中 得 到 解 的 同 题 , 倒 如 ,在 这 样 曲 族 
类 中 , 它 在 个 别 的 点 没有 切 妈 , 然而 有 确定 的 左 肥 右 切 楼 (有 和 角 上 后 
的 础 线 y。 我 们 对 最 简单 的 证 男 : 


J84) 7 = 上 Fr, 2 Y) A 
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进行 概 上 略 的 讨论 而 不 停食 在 洋 和 让 明 上 。 
首先 考 赛 一 个 特例 , 亦 即 如 于 形式 的 证 画 : 


(188) 7=| yd, 


并且 待 求 曲线 不 释 过 点 并 由 一 二 0 及 点 于: 一。 对 任何 放样 
曲 纤 活页 人 85) 显然 是 正 的 。 作 由 于 于 个 得 经 段 展 瑟 的 且 溃 接 型。 
及 天 i 南 点 的 曲线 ,也 就 是 折 配 型 oCH 甚 中心 是 再 面 4o2, 力 的 原 
点 。 不 玲 下 出 ,对 所 芭 折 继 活 画 (18 引 为 天 ,因为 沿线 段 开 Hu0:y= 二 0， 
而 沿线 段 OH:Y 一 LI。 芝 折线 在 坐标 愿 片 有 和 角 点 ， 瑟 显 估 答 出 各 
分 (18 的 栋 管 。 

现在 进行 一 般 情况 的 讨 诅 . 珊 连 捷 奈 点 (mo， yo) 及 [1， yn) 有 
有 一 个 角 点 (za 52) 的 革 册 线 ， 大 旦 假 巷 在 与 充 牙 半 近 的 , 也 可 能 
有 角 点 的 朋友 过 已 知 点 (zw0, 加) 及 (人 1) 的 其 他 曲线 来 谍 较 ， 富 
积 出 说 男 (184) 的 极 值 。 我 们 可 认为 不 仪 端 点 是 同 定 的 ,而 且 所 着 
察 的 曲 嫉 的 角 点 tea, gs) 也 是 固定 的 。 在 这 假 汶 下 这 曲线 更 应 糙 
出 积分 4T8 有 的 标 适 。 从 而 和 耻 即 推 知 , 与 4 轴 上 的 区 间 [wo, xj 及 
[zs, m1 相应 的 雨 条 部 份 曲 弹 应 当 是 问题 的 粮 带 , 也 就 是 应 当 满 足 
相应 的 克拉 方程 。 重 要 的 是 风 明 划 线 在 角 点 的 欧 标 及 曲线 在 角 点 
的 切线 角 系 数 庶 当 码 足 的 那个 条 件 。 我 们 来 确 定 积 夏 (184) 的 变 
分 ,用 我 们 的 曲线 作为 出 发 的 曲线 日 将 整个 区 间 Fe ， xz1] 分 为 十 部 
份 [zo, ms] 及 [oz tl。 

如 有 注意 到 曲线 的 是 端点 是 固定 的 ， 且 雨 条 分 段 曲 绊 都 满足 
万 所 方程 ,我 们 就 得 到 一 次 变 芬 的 下 西 表达 式 : 

7 = [Fy ,yoda — EF — Fs 00Ts 
+ EEF], 0o0%s— EFy] ods 

由 于 5%s 及 5y; 的 任 党 性 ， 如 时 站 曲 矿 粮 出 积分 (1849 的 极 备 ， 

我 们 得 到 下 面 南 个 条 件 : 
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(186) TIF-yhy om [Fy Py [Fy m0= Thy]s, +o 
我 个 的 曲 如 在 骨 点 应 当 满 足 这 十 策 件 。 这 些 条 件 遂 常 称 作 亲 未 昨 
特 村 斯 - 爱 尔 德 曼 条 件 。 建 议 读者 答 靶 给 出 积分 (185) 的 术 值 的 折 
线 在 原点 倘 实 请 足 这 十 和 荣 件 - 

我 个 注 汪 ,人 条件 (186) 让 精 到 受 求 表示 式 了 一 yyw 及 六， ,在 点 
Y 一 ma 的 连 粮 性 , 而 在 这 点 y 有 目 趴 。 这 些 玫 示 式 在 是 巡 各 的 
其 他 点 处 显然 则 是 速 糖 的 。 误 亡 拉 方 程 的 通 积分 已 好 构造 好 了 。 
一 般 地 基 , 在 这 积分 中 出 现 的 十 个 性 筷 背 数 的 值 对 区 出 [zo, x2] 及 
[322,， m1 来 砍 是 不 相同 的 。 府 
. ys, CO, Uo) 

是 对 于 区 朵 Exo, zs] 的 通 种 分 及 
下 一 中 中 人 
是 对 于 区 现 [za, oz 的 通 积分。 我 网 必须 确定 五 个 常数 , 也 就 是 
任意 常数 Us， Cs Ca 的 值 及 和 角 点 的 赋 标 ra。 我 个 有 w= 二 zo 及 
芭 一 后 的 南 个 近 值 条 件 , 而 上 由 也有 马 个 条 件 导 86) 。 从 有 曲线 在 光一 抱 
的 连 策 性 我 们 得 到 记 秧 少 的 第 五 个 等 式 : 
Oita Os Oa) 一 上 oafooy Da, Oa} 

用 元 全 美 但 的 胡 话 ,我 们 也 可 考察 有 儿 个 角 点 的 曲线 的 情况 。 

对 重 积 分: 
(187) 7=|| Fw, y» tH, as te) dm dy 


的 间断 间 题 也 可 得 到 类 似 条 和 件 。 

能 茜 曲 面 wz， 2 在 固定 境界 是 具有 某 乌 折线 了 时 粹 这 程 分 以 
标 值 。 换 色 毅 这 , 西数 xz, 办) 应 确定 在 平 省 名, 急 的 区 域 好 内 ， 
且 在 这 区 域 胸 境界 .上 应 有 新 定 的 值 , 后 在 区 城 召 的 内 部 可 存在 曲 
线 和 ， 曾 数 wz, 切 沿 着 和 的 一 阶 导数 肥 姚 路 , 而 这 些 偏 导数 在 这 
曲 缕 的 雨 傅 帮 有 确定 的 极 展 , 但 这 些 极限 可 以 不 相等 的 。 在 这 样 
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国 数 类 中 求 一 个 画 数 , 它 粹 积分 (87D 以 相对 杠 值 。 

计 荣 餐 数 确 壹 钉 出 这 个 拯 值 ,日 在 区 域 的 内 部 有 多 折 矿 六 ， 
它 将 区 域 了 区 分 为 十 部 和 份 :B 及 Bs , 完 公 和 前 面 一 样 来 讨论 ,我 们 
确信 半数 tw 奶 在 区 域 访 扩 8B， 内 应 当 是 奥 斯 特 涪 格 扩 德 斯 基 
方 杏 的 解 。 重 要 汐 关 键 就 是 天 明 画 数 六 ww, 只 及 它 的 一 阶 仿 导数 在 
出 粮 和 .上 的 点 应 满足 的 著 个 条 件 。. 设 yp 是 革 画 数 , 它 含有 (的 
及 写 的 一 界 人 已 导数 。 一 般 地 砍 , 当 从 区 域 记 及 Ba 内 的 点 迫近 于 
曲 粮 入 上 的 点 时 ,这 闻 数 有 不 同 杠 限 , 我 们 用 Vi 及 pa 二 这 十 个 极 
限 。 对 这 琴 极 限 的 莽 : 也 部 是 对 9 的 跳 距 ,引入 特别 记号 : 

[gi = $2— Pio 
回 到 和 菩 出 二 重 积 分 的 变 分 的 翁 式 (26)。 帮 端 第 一 项 可 写作 各 
下 形式 : 
dl a 
J or) 
如 果 注 意 9 及 ( 一 人 ) 是 境界 了 的 向 外 法 入” 的 万 向 余弦 ,我 们 可 
以 将 上 面 各 项 瑟 为 如 下 形式 : 
| Gul Fu cos tn, DT Dy, eon, WI do 

如 时 移 区 域 分 为 雨 部 份 饭 及 Bs, 一 现在 可 应 用 到 式 (26) 
到 积分 (37 站。 在 生 一 个 部 份 区 域内 国 数 4(z, 男 这 满足 奥 斯 特 洛 
格拉 德 斯 基 无 程 , 内 此 二 重 积 轨 锋 于 过 。 区 域 BB 及 Bs 的 境界 是 
由 于 境 兴 的 一 部 份 及 贡生 入 所 禧 成 。 在 1 上 我 们 有 2 一 0， 而 


在 量 务 上 对 于 区 域 囊 大名 的 向 外 法 钱 的 厂 疝 余弦 是 异 号 的 。 


87 -| Bu{ LF]eoatn, 2) + LF leos(n, yy}ds, 


其 中 % 是 和 的 守 简 万 向 ,对 有 是 向 外 的 。 从 条 件 37=0 及 总 的 
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任意 性 ,我 们 得 到 治 养 和 永 哺 中 的 一 个 条件 : 

(35 [F, jeostn, wt Liyeostn, y) =06 

因为 当 涤 宏 积 人 (13 门 的 变 苍 时 便 融 为 曲 炎 入 是 国定 的 , 放 只 得 到 
一 个 竹 件 。 击 详 灶 地 者 察 积 和 分 的 灰分 还 可 得 到 形式 如 下 的 第 二 条 
位 : 吧 

(189) [PF] = (CF) sftz] + CF)afy], 

其 中 国 括 骂 符号 -外 的 下 标 :2 表示 在 图 括 弧 内 的 卫 数 沿 着 所 取 的 
值 庚 声 从 区 域 B, 的 一 傅 的 极限 。 条 人 性 (3838) 及 (189) 与 对 于 泛 加 
189 的 条 件 (136) 是 类 但 的 。 

3， 暑 侧 极 值 以 前 我 们 演示 讨论 过 这 样 问 题 [7] : 在 连接 
平面 (wy 角 的 南 点 HG 及 和 的 烟 线 中 ， 求 一 条 曲 绪 ,下 茵 线圈 绕 
oT 惠 诈 情 生 了 怠 有 最 小 面积 的 曲面 。 

相应 于 这 阅 题 的 疾 贺 有 如 下 形式 : 

了 一 | vv Tr 。 

严格 地 名 ,这 时 应 规定 剧 曲 线 Yi 在 0 下 村 的 上 面 的 条 位 ， 
也 就 是 要 求 满足 不 等 式 #0) 衬 0 的 条 件 。 若 变 分 学 的 问题 中 的 得 
求 图 数 (或 它 个 的 导数 ) 应 有 最 从 某 不 等 式 ， 划 这 个 峙 题 通常 呀 做 单 
侦 极 侍 问 题 。 

考察 证 畴 
(190) J = [x Cw, ya 
在 下 烈 形式 

¥y— P(e) 0 
的 附加 和 条件 下 的 最 简单 棒 仁 辣 题 , 二 中 w(x) 是 蕉 定 的 画 数 , 宅 有 
连 太 导数 。 卉 旬 新 襄 ， 待 求 曲 线 应 在 妇 缆 = (2) 的 上 面 。 除 此 
。 @ MM, 根 癌 尔 , 变 分 学 教 入 , 国 立 技术 至 放 韦 夭 册 版 局 ，1941。 
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以 四, 待 求 册 本 应 净 过 税 定 的 点 Bo zo, yo) 及 Mo oh)。 待 求 
申 各 可 由 十 部 份 所 裤 成 , 在 曲 灵 y= 二 vw (2) 的 上 而 的 部 份 及 这 上 曲 读 
左 和 的 某 部 份 。 在 图 二 上 有 南 鬼 (Co 
玉 了 1) 在 出线 3 一 中 9 的 上 面 , 及 锁 
加 本 身 鸭 一 段 48。 对 于 1o4 及 BA 
的 十 段 帆 线 , 如 寻常 -- 样 是 双 便 谈 分 ， 
这 雨 谋 应 吓 积 分 二 00) 此 标 带 。 在 申 
入 二 gt) 的 一 段 4B 二 只 是 军 例 讼 
分 , 在 这 里 6y 守 0。 部 果 注 意 积分 
(190) 的 变 分 下 式 {13), 就 可 以 断 展 
为 了 娶 求 这 积分 有 极 小 值 , 没 关 4B 必须 有 : 


FP,— 0 F206 


a 


除 此 忆 杀 ,为 了 这 和 棒 什 存在 在 点 4 及 旦 必 领 满 是 革 些 条 件 。 我 个 
不 来 巩 明 这 个 问题 ,只 指出 在 最 简单 的 惰 况 , 这 条 件 贡 车 到 : 曲 缮 
诈 04 及 BM 在 成 44 及 上 了 与 曲线 4B 要 有 有 企 闪 切 夸 。 

目 ， 二 次 变 分 “到 现在 为 止 ， 我 合 只 是 对 各 种 类 性 的 活 画 的 
一 次 变 分 进行 研究 。 这 一 次 变 分 等 于 琢 是 给 定 的 曲线 或 是 面 使 对 
度 的 泛 画 有 滩 值 的 必要 和 条件。 这 必要 条 件 与 微分 学 中 的 那个 事实 
完全 相 催 ,也 就 是 为 了 要 几 个 变量 的 基 图 数 在 某 点 在 栋 值 ,必须 这 
图 数 的 一 阶 人 又 微分 在 这 点 为 圭 。 在 微 必 学 中 我 们 也 有 在 某 些 情 疯 
下 的 充分 条 件 , 而 这 些 条 件 的 描 志 有 必要 用 到 所 淮 察 的 而 数 的 二 
阶 乙 导 数 。 在 变 分 学 中 充分 条 件 的 建立 是 非常 困难 的 问题 。 我 们 
只 考察 在 固定 端点 情况 的 最 稍 味 活 丙 : 


(91) 7—| Fa, y, yd 


我 们 照例 来 考察 萎 近 曲线 y( 双 二 axlx) , 上 完 尽 泛 画 (191) 的 一 次 


变 丰 为 在 ray 对 < 算 的 三 开 式 中 全 有 的 著 个 项 ,也 就 硅 分 : 
dz 


re 
这 就 立即 导 到 下 面 的 公式 : 
(192) 357 全 全 C2 Br) day, 
其 中 
1931 P= wy = Fp} R= F,.,, 


因为 320 一 8 中 人 ,天 由 于 分 部 积分 法 且 注 意 到 9(%) ~ 
一 DC21) 一 0 得 到 : 
(194) 82.7 = <) (Sm fl?) dr, 


其 中 
8 一 忆 一 -5 。 


情事 为 极 伞 的 必要 条 件 下 满足 ,也 就 是 曲线 Wey 是 禄 带 。 为 明 
确 起 见 我 们 只 对 积分 (191) 的 极 小 值 来 蒂 。 画 数 .人 e) 在 a==0 时 
庶 有 榴 小 , 因 之 , 极 小 的 必要 条 件 是 :对 作 何 选择 的 fo) 有 人 Be7>>0。 
我 风 主 明 ; 从 这 里 立 部 显 出 河 着 我 们 的 曲名 应 有 不 等 式 R 之 0 。 事 
实 上 , 席 在 某 秆 4+==s 在 曲线 -上 有 相反 不 等 式 Ric)<-0。 由 于 B(x) 
的 连 粮 性 的 假 缸 ,这 不 等 式 在 其 齐 代 小 区 间 [e 一 se 十 习 内 也 成立 。 
现在 我 们 确定 一 个 这 痒 责 数 nz) , 它 在 所 指 区 阅 的 外 面 及 这 区 间 
的 娇 点 上 等 于 零 , 且 有 一 切 必 刍 的 导数 ,而 在 灌 及 的 区 湖上 这 画 数 
的 稳 对 备 充 分 小 , 可 是 在 这 区 疝 上 它 摆动 的 充分 快 。 当 这 样 选择 
醒 数 90o0 时 积分 和 9 全 话 涉 为 对 区 信 Fe -ss, e 二 可 的 积食, 在 这 
区 闭 内 由 稻 珊 酚 数 Rx) 有 负 值 。 积分 号 下 的 醒 数 的 符号 由 含有 
92tz) 的 项 决定 的 , 因而 积分 的 值 是 色 的 , 这 与 前 面 指出 的 积分 
(91) 有 么 小 的 必要 条 件 相 了 巴 盾 。 国 此 为 了 要 极 带 wfz) 葵 积 区 


88.， 形 可 比 条 性 pA 


全 明 ) 以 栋 小 储 的 必要 条 件 是 注 洪 这 极 避 实 现下 条 件 : 

(195) Fi 0 

类 供 方 站 ,为 了 要 极 交 给 积分 站 91) 以 德 大 值 的 必要 休 件 是 治 着 这 
熏 带 实现 -FF 条件; 


or 。 

所 引出 的 条 件 通 常 称 作 勒 上 特 条 件 。 

86.， 雅 下 比 条 件 “” 在 转 到 进一步 研究 一 关 变 从 之前, 我 们 提 
起 关于 二 人 阶 绪 性 万 程 : 
196) 2 十 PE 十 2 人 一 昌 
的 艇 的 零点 的 一 些 重 强壮 音 , 并 及 科 们 慨 说 系数 98) 及 Wo) 在 某 区 
半 [zy 2 内 者 是 连 糖 的 ,是 在 以 后 的 所 有 讨 芥 都 这 样 规定 。 节 四 
是 方程 (196) 的 草 个 解 9t2) 的 零点 , 浆 即 sza) =0。 不 难 证 明 ， 
yz2) 天 0 。 事实 于, 在 相反 情况 , 解 yf2) 在 点 如 满足 开始 条 件 
We) 一 Ye 一 0 因而 直 - 上 存在 及 了 唯 -一 性 定理 兴 x 应 恒 等 于 才 。 因 
之 我 们 可 了 断 音 ,方程 196) 的 任何 解 当 经 过 震 点 时 改变 符号 。 仙 
fo) 及 22 人 (2 是 万 程 (198) 的 任何 南 个 缆 虱 天 基 解 , 风 它们 没有 从 
共 规 点 。 亡 实 上 ;如果 宪 们 有 翁 此 用 点 , 剧 这 些 解 的 朗 斯 基 行 列 趟 
在 这 点 为 迁 [II;34] ,大 之 在 紧 个 区 疝 fo 991] 内 也 为 避 ,这 与 拥 的 
生 性 无 关 狂 妇 耶 盾 。 如 果 解 是 线性 相关 的 ， 亦 序 客 们 公差 一 个 常 
数 因子 ,好 它们 显然 有 盆 闪 堆 虑 。 

和 和 上 而 一 样 , 酸 力 (vw) 及 94(2) 是 南 个 线性 无 关 解 。 我 们 就 有 
以 下 公式 [IlL;%4]: 


os 如 CI) 人 了 


世 和 2) ~ 

dp oy, ° 入 ' 
其 中 由 是 不 等 于 圭 的 确定 值 。 所 续 公式 的 右 娟 保持 定 号 ,也 正 是 
ao 的 符号 。 从 而 推 得 比 式 yz 圳 蛙 谓 地 改变 ,比方 说 ,总 do>0。 
当 多 盾 加 时 比 式 身 : 入 应 培 加 , 且 当 了 稳 过 入 人) 的 需 点 时 筷 应 作 
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从 { 十 co) 到 (一 ca) 的 跳 申 。 当 > 加 入 境 加 时 ,我 们 具 能 种 过 ys (2) 
的 零点 再 达到 轨 人 o) 的 灵 - 一 零点 。 于 让 我 们 否 出 ,方程 (196) 的 任何 
责 个 线性 无 关 的 解 的 零点 必 世 性 更 刁 交 ,也 就 是 在 任何 解 的 根 禹 
由 用 局 泛 间 : 伍 僻 别 的 与 它 绥 候 于 大 的 解 有 一 个 且 仪 有 一 个 埋 点 = 
现在 画 到 二 次 变 秃 的 叙述 , 我 们 假设 沿 着 场 的 榨 带 实现 边 条 
件 (195) 更 强 的 条 件 , 也 就 是 Fy.>0 (这 称 为 勒 上 蛙 强 条 件 )。 
考察 在 公式 (199) 四 出现 的 积 苍 ,以 尝 了 肚 z 代 航 字 慰 只 


《197 7 Klu) 一 | 1 二 cs , 
我 们 注 窟 ,这 积分 的 盛 打 方程 有 如 下 以 式 ; 
(198) 到 fi 一 全 (Rio) SO。 


从 另 .一 方面 ; 注 关 到 Ru'* 一 Bu'dy, = 由 分 部 积分 法 ， 则 得 : 
(199) (= -| ar CD dr, 


村 且 我 们 虎 候 发 丽 数 在 十 端点 为 霸 。 去 察 线性 方程 98) 在 剖 
成 2 一 00 等 于 堵 的 解 。 和 任 们 这 样 的 解 与 方程 (198) 的 满足 初始 条 
件 : 

(200) to To) =0; whtro) =1 

的 解 mt2) 只 差 一 常数 因子 , 并 且 由 勤 上 特 强 条 件 , 对 方程 (198) 
素 说 在 整个 区 山 [zo, 0] 内 存在 及 了 蛤 一 性 定理 可 适用 。 对 以 后 重 
要 的 是 解 wtww) 在 提 及 的 区 辣 的 内 部 是 丙 有 零点 的 训 实 。 如 果 它 
芒 然 有 这 样 的 吉 点 ,出 我 们 的 入 带 不 粮 积 分 (191) 以 极 小 值 。 我 们 
条 证 明达 个 命题 。, 贞 swtw) 在 区 间 的 内 部 有 某 堵 点 4 一 wz, 亦 即 
sot2o 一 0。 前 面 营 部 过 , 我 们 应 有 坊 (xo) 关 0。 作 币 线 志 (40), 它 
由 积分 玉 ( 欠 的 十 榨 带 构 哎 的 ,也 就 基 , 当 “6 所 x 所 zs 时 会 册 (4) 二 
一 koi 且 当 各所 ww 时 分 而 (2) 一 0 。 这 样 一 来 , 我 们 得 到 在 
% 一 ms 时 有 角 点 的 曲线 。 按 公 式 (199) , 到 治 区 间 Eto, za] 的 积 稻 
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Kw,) 的 表 法 式 [oa 人) 风能 在 法 区 站 的 责问 上 者 等 十 委 ， 我 们 确 
全 这 积分 的 值 等 于 汰 ,因为 zatz) 在 区 机 [mx 内 满足 万 程 (1I98) 。 
积 从 下 人) 兰 区 间 Tryy 中] 的 值得 间 样 等 于 签 ， 因 为 在 这 区 项 内 
st 恒 等 于 雷 。 这 样 一 来, 在 吾 个 区 疝 EA 内 取 积 分 , 我 们 有 
E(u) =0, 

更 在 检验 积 代 (197) 在 角 点 zz 的 维尔 斯 特 拉 斯 - 爱 尔 德 紧 条 
件 中 的 前 面 一 个 。 在 右 过 我 们 有 和 (zz 二 二 一 由 (wz 十 0) 一 0, 而 在 
左边 用 (Xs 一 0 = 二 0 及 和 (os 一 0 一 2do) 关 0 从而 可 见 所 指 的 条 
他 不 满足 , 因 之 所 数 如 的 不 答 积 郁 天 0 及 称 值 。 由 于 并 fat 一 0， 
从 而 显 出 存在 着 与 ww (x) 儿 意 逼近 的 曲线 , 它 可 能 有 角 点 且 满 足 
边界 荣 件 wim) =w(710) 0, 定 使 天 人 <0。 有 租 鲁 点 外 的 曲 娃 光 沁 
化 ,可 座 为 所 写 不 等 式 州 逐 悉 改变 切线 的 某 曲 纯 志 (2) 也 保持 
正确 。 在 公式 人 9 和 中 全 7 一 ta 当 a 趋 于 需 时 , 对 于 与 曲线 Yo) 
任意 痢 近 的 曲线 y(2) 十 an(z) ==y(z) 十 aus(z), 我们 有 不 等 式 
全 /<0, 因 之 这 曲 简 不 若 积 分 (191) 以 要 小 秆 。 这 样 一 来 , 如 果 
zf 在 区 辣 [zo |] 的 琴 部 有 鹤 碟 ; 划 满 足 靳 上 特 卓 条 件 的 极 带 
不 能 答 积 分 91) 以 禄 小 值 : 

方程 (193) 通常 称 为 雅 可 十 衣 程 ,而 且 如 果 当 zo 二 < 之 ww1 时 
to (wp) 天 0, 天 请 极 带 y(2) 在 区 尚 [zo, oj] 内 满足 雅 可 比 条 件 。 如 
到 当 mm 二 2 天 时 (天 0 则 请 振 带 y(2) 满 足 雅 可 线 强 条 件 。 

我 们 注意 , 方程 (193) 的 系数 SS 及 三 由 宅 柯 本身 的 定 尽 忌 李 
于 标 带 yt2)， 于 是 上 闸 所 壕 的 条 件 袜 际 上 是 加 到 棒 带 w(x) 的 条 
件 , 回忆 起 前 而 所 襄 的 关于 二 阶 和 线性 启程 的 解 的 雳 点 的 更 替 性 ,可 
凡 斯 帝 如 果 夏 可比 和 荣 件 广 足 , 抽 方程 人 1898) 的 任何 解 在 区 间 [zy 
的 六 部 不 能 有 多 于 一 个 的 者 虚 。 

识 访 着 要 沉 (zw) 满足 勒 上 特有 昭 条 件 及 牙 可 此 强人 条 和 件 。 由 于 
(200) ,方程 (L193) 的 解 wx) 当红 与 m0 章 近 时 蚌 下 的; 四 之 ， 它 在 


2 名 棍 二 查 变 于 学 


整个 区 天 Fzoy #1] 内 是 正 的 , 特 划 地 当 ”= 人 时 也 一 样 。 将 条 体 
(200) 的 第 一 个 条 件 少许 改变 ,也 就 是 分 内 fa) =w 此 处 < 是 充分 
小 正 数 。 我 们 仍旧 有 如 (zj) >0。 然 而 由 于 上 面 所 说 的 , swt) 在 
区 出 [vo, zz 的 内 部 不 能 有 冤 于 一 全 的 零点 , 因而 如 果 ' 它 有 和 这样 圭 
点 , 即 当 蜀 寺 这 零点 时 w(x) 下 改 变 符 号 ， 而 这 是 与 sotz) 在 区 闻 
[xzo,， 寻 | 的 南端 点 有 相同 符 导 子 层 的 。 因 此 , 当 具 在 革 上 特 强 条 件 
及 雅 可 比 强 和 茶 件 时 ， 天 用 薪 害 的 初 姑 和 镇 wtwo0) 一 及 加 60) 二 1 所 
确定 的 方程 (198) 的 解 ww (Cw) ，( 迁 处 & 是 充分 小 正 数 ) 在 整个 于 区 
了 关 Eeeoy 2% 内 总 是 于 的 。 

利用 方程 人 193) 的 这 个 解 , 我们 现 症 可 以 和 拒 表 过 式 (194) 导向 
这 样 形式 ,从 这 形式 立 朗 得 出 62/ 二 0。 

设 wtw) 是 爱 炉 慎 数 的 任何 黄 数 。 我 们 有 显明 的 等 式 : 


全 (pw wo ds =0 


因为 积分 号 下 的 画 数 是 琴 数 ww 的 笃 柚 分 ， 和 而 学 数 在 区 再 的 重 
” 婚 点 都 等 于 堆 。 黎 所 写 的 积分 业 以 o2/92， 卫 加 到 公式 (194) 的 右 
端 ,得 到 : 
87 = | LS tt at Fn dr, 

我 位 要 求 在 写 出 的 积分 中 猴 分 彝 下 的 次数 是 完 侈 于 方 , 这 就 

归 圭 到 等 式 : 
RS =0, 

在 这 方 午 中 合 一 -RY ,我 们 恰好 王 导 四 方程 芒 98) ,也 就 是 ,我 个 
可 取 画 数 wo= 一 五 各 作为 两 数 %, 并 且 重 要 的 是 wo (2) 在 整个 时 


区 顺 [xo, 内 不 为 零 。 当 放 样 选择 两 数 名 时 ,我 们 把 公式 (194) 
化 为 以 下 形式 : 
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从 而 立 妇 推 得 党 > 产 0。 

这 祥 - 一 来, 和 如 供 模 带 满 足 勒 上 圣 泊 条件 及 路 可 比 强 条件 , 姑 对 
这 柏 帮 二 交 变 分 (194) 不 为 负 。 

87Y， 弱 及 强 极 值 ”我 们 谭 杨 带 wy(x) 给 积分 入 红 ) 以 弱 杠 值 ， 
如 果 它 与 分 布 在 它 的 基 一 稻 -接近 庶 内 的 一 急 项 绪 上 比较 著 这 积 
秀 以 栎 值 , 亦 廓 与 关于 稚 标 及 邯 强 角 有 系数 充分 与 它 思 近 的 一 切 则 
加 上 比较 葵 这 积分 以 标 人 秆 。 如 困 同 -一 极 带 与 分布 在 它 的 某 需 级 
接近 度 ( 只 关于 六 标 的 接近 度 }) 内 的 -一 切 曲 绪 比 较 精 积分 (1L91) 以 
私 值 , 旭 韶 这 极 带 答 积分 以 蝇 逐 值 。 电 和 而 易 见 ,任何 强 极 值 也 是 能 
村 值 , 伍 夫 诸 萄 不 是 般 常 地 正确 了 。 

在 变 分 学 教程 中 已 证 时， 我 们 上 而 所 设 的 勒 上 特 强 条 件 及 路 
可 比 强 条 件 是 稻 带 粹 积分 (31) 以 弱 这 小 值 的 充分 笨 件 人 D， 

我 全 儿 迹 对 恬 可 雍 方 程 的 新 看 法 且 嘻 革 鸦 可比 策 件 的 几何 古 义 。 设 有 
依 二 于 一 个 参数 的 板 带 族 yx, a) , 且 仗 


20D 籽 !2) 一 和 
de 


其 中 m 是 鸯 数 < 的 基 一 特别 值 。 
对 于 任何 值 & 鲍 数 ycy oa) 满足 谨 拉 方程 
Fey 二 [人 0] 一 所 By Hey Hy m= 0 
对 这 方程 的 十 端 关于 a 微分 , 且 变 席 关 于 < 及 4 的 微分 的 次 序 , 我 们 得 : 
a 0 ow 0 FO Ce oa 


EL 
Lr 


Fy Lx, yy Hy WR Hj- 


fri Fy pe “=, 


ar 
得 碎 (201); 枚 出 : 
dy ry oy 一 Oy en = 
和 


Dib ee 


他” 对. 点 ， 拉 符 林 架 世 去 亚 下. 起 ,部 斯 二 尔 尼 灾 , 迹 妨 学 教程 ,1936， 第 168 页 。 
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因 之 ,我 们 种 到 对 广 #% 的 下 面 方 程 : 


站 二 -4 Fy tt Pyyrn) =0) 


它 可 各 作 如 下 形式 ， 

(202) (Ru) —Su= 0, 

其 中 

(203) BF [ay yy to) 人 zy ao 8 一 Fot[] -一世 Fy 1 


方程 4202; 与 雅 可 贞 方 程 薄 癌 。 提 在 我 们 可 从 定点 troy yo) 电导 的 生生 
东 作 为 极 带 族 。 证 亏 数 < 作为 振 束 在 避 froy 50) 门 鱼 水 数 ， 我 们 得 到 极 带 族 
在 点 xzo 的 初 奶 其 件 : ¥ 530) 同 二 yny 10 用 二 上 因 立 出 公式 (1 确定 的 画 
多 ww) 请 足利 姑 季 位 wre 一 0 w' (xo) = 工 亦 冯 与 我 们 过 前 和 蕴 引 过 的 雅 丁 


化 肖 恰 的 靛 WoL 一 致 。 这 伴 一 来 ,方程 mt 一 0 与 方程 oy Se 名) 一 站 


是 相同 的 。 拨 名 戚 定理 ,这 后 一 方程 拾 出 醋 带 末 的 记 灯 与 束 中 的 桓 种 本 身 的 
切 点 的 横 标 。 股 y(z， ao) 是 我 们 的 束 中 的 灰 柜 带 ; 且 设 这 杠 带 与 束 的 包 末 在 
有 横 标 < 二 #3 交点 相 训 。 我 们 甬 这 切 点 是 关 汪 极 带 y(zy ao 与 有 横 标 了 = 关 
的 品 发 点 相 共 邢 。 从 以 前 的 时 沦 , 推 知 方程 mix) =0 输出 上 面 提 到 的 点 的 
横 慰 mm。 这 样 一 米 ， 如 果 我 们 能 管 如 立 与 记 到 恬 布 对 应 的 雅 可 起 方程 (203) 
的 钥 Lr) ， 则 扰 须 知道 丁 融 来 的 方程 ,就 可 求 出 在 输 定 的 板 带 上 的 共 负 点 。 
于 是 我 们 可 能 ,前 面 鳞 过 的 雅 可 比 最 条 件 有 这 样 几 何 套 义 ;就 是 区 疝 [xzoy zi] 
水 含有 与 极 带 的 出 发 点 相 共 语 的 点 。 我 们 注意 ;一 般 地 该， 上面 的 寺 论 是 不 
严格 的 ， 因为 方程 学 了 人 一 0 不 一 定 阁 出 包 武 与 杯 带 的 切 点 。 然 而 可 忆 


严格 地 置 明 ,如 果 沿 后 座 带 ytw) ,和约 悟 不 等 于 路 ; 那 末 慎 x 与 秆 wo 共 牛 的 
必要 且 充 分 的 等 件 是 ea 为 to [x) 的 等 点 。 

这 要 指出 ; 萌 上 特 量 条 件 与 中 可 此 强 条 件 台 在 一 起 是 给 定 的 极 矢 评 被 岂 
所 国策 的 充分 条 件 , 也 就 是 ;能 人 能 作出 这 样 的 极 带 场 ， 使 fay 是 这 妃 的 一 条 
醒 带 的 询 分 条 件 ， 且 当 mm 所 zs 时 它 的 弧 在 所 作 绝 最 的 内 部 。 这 情况 在 严 
搭配 明 醒 逢 的 蛮 分 茶 件 时 超 闫 重 了 作用 。 

88， 灯 尔 斯 特 拉 斯 函 败 ”在 本 节 中 ;我们 引出 和 强 概 秆 的 充分 茶 件 用 基 
的 其 些 辕 果 。 设 在 检 面 (x; 内 上 我 们 有 某 极 带 场 ， 充 满 了 下 面 {zy 几 的 区 感 
B。 前面 我 从 已 轻 祝 过 , 我 们 的 揭 的 极 带 的 和 角 承 数 y' 是 在 区 城中 肉 的 点 页 


mm 
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Ei 对 这 个 画 数 我 伴 引 进占 殊 到 导 Wt 所 《 殷 的 宇 料 夯 数 ) 。 衣 有 fr， #1) 
是 妃 的 基本 曾 数 ;的 全 微分 可 表示 为 下 式 : 

C04) 一 [人 Ys 有 Gy 

和 霸 旦 在 这 里 起 政党 的 字 瑟 了 代 于 避 前 用 过 的 字 了 蛙 38。 及 击 辫 序 措 得 人 式 
Y2031 的 右 诡 的 册 族 和 分 不 依 籽 于 在 区 域 正 的 内 部 的 积分 踏 径 。 这 积分 可 写 
六 :如 下 撕 式 .: 

‘205) | Ir {x yt + 各- 上 | Py to yD je 

下 通常 称 为 带 尔 什 特 不 严 猴 分 。 如 果 我 们 形声 的 长 林 套 作为 则 沿 党 这 极 
各 有 等 式 他 f(z 急 ， 而 积分 (205) 就 化 为 基本 积分 : 


mm 
号 


{200) J -| 下 fr ys 站 人 Fo 
预先 作 了 这 些 褒 明 以 后 ， 我 招 就 可 导出 表示 证 图 了 的 改 杰 量 的 基本 委 

式 。 设 和 是 这 花 辆 建 朱 雨点 (rty 2) 及 人 ay 扩 ) 的 某 棒 豆 ， 自 设 这 极 带 可 术 夸 

涌 尼 面 (rz; 切 的 某 区 域 吾 的 扣 记 国 多 。 设 1 是 连接 禄 同 两 点 (zoygo) 及 tr) 

苷 有 有 建 粳 避 变 的 急 闵 的 任何 其 他 是 祷 , 目 设 1 也 在 区 域 吕 两。 用 V1) 及 

了 (分 诈 记 作 基 本 了 斌 开 (206) 沿 申 鲍 工 及 和 的 值 。 前 面 已 痉 提 到， 了 (GD 的 值 
、 与 积分 (02) 洛 和 的 值 相等 ,但 国 这 个 要 分 巴 优 顿 于 路 径 : 从 而 我 拉 可 到 它 孙 

是 沿 若 而 是 沿 善 曲线 ! 。 这 样 一 来 ,我 们 有 : 

J =| rt, yb + [i Gay) [Fs ta ys 昌 je 
办 之 我 们 得 到 了 靖 积 分 的 莽 | 光 下面 天 这 蕊 : 


(207) TO I = F(z, y, -Fees yD)— 
’ 
-| ti, |rvs, yt laz。 


我 们 加 | 沁 一 下 ,在 这 表达 式 中 ,tr; ) 是 声 的 便 匀 国 数 ,而 29 是 曲 米 ? 
的 切 粳 角 系数 。 在 言论 中 引进 四 个 变量 了 岁 商 数 : 
{208) Etx, y, Ey =F tr yy Ft yy (nO— Ft yy Es 
它 通 党 称 为 对 于 斌 男 4206) 的 经 尔 斯 特 控 斯 癌 数 。 利用 引进 和 的 本数 ， 我 他 可 
特有 公式 (1307) 避 写 作 邵 下 形式: 
(209) 了 (人 一 了 人 -| E (x yt, Yaxo 
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的 下 是 在 矿 完 生计 的 克 分 条 件 时 的 此 本 色 式 。 特别 利用 这 个 
淄 式 可 以 语 明 ; 入 了 要 极 带 #fz) 奏 证 辆 (206) 以 强 极 小 ， 必用 党 着 这 恒 适 对 
于 芷 何 变量 ? 满足 下 天 不 等 式 : 
(2101 天 1TT yy Vy WO, 

以 公式 5209) 企 闻 揪 出 正面 定 奸 , 这 定理 业已 输出 强压 小 的 充分 和 蒜 件 :为 
了 要 有 国定 坊 电 入 和 葵 #¥ (3) 答 出 是 本 机 具 要 必 可 被 场 图 条 且 存 在 yz 的 
送 样 部 城 ， 成 , 丰 这 车 起 市 院 季 一 点 对 任 何 闪 时 1 沸 全 直面 的 不 等 式 ; 
Ca0y Bi yy tbr Ws m0 
其 中 try 网 像 上 醒 一 嵌 是 晶 的 卫 料 瑞 数 、， 因 为 我 们 利用 曲 看 的 蜡 式 方程 ， 
草 当 福 各 %f7 楼 半 围 入 时 , 必 竹 要求 作成 志 的 醒 带 族 育 显 式 方程 y= yz)ya)， 
其 中 way 罗 有 直到 一 阶 的 十 炉 导数. 

按照 壹 初 公式 脖 开 租 尔 捧 特 控 斯 图 数 中 出 现 的 着 Fi)9yy 力 一 下 (5; 攻 
到 疙 一 外 的 二 式 午 :我们 可 写 厅 和 尔 斯 特 拉 斯 北 数 为 负 下 形式 : 


Etlx, ys £, 1) = 总 CT Ty HN) 


其 中 h 是 在 上 扩 # 之 有 间 一 个 入 。 从 而 误 朗 推 册 ， 要 使 大 和 尔 斯 特 拉 白 轴 数 为 
正 ; 上 只 要 对 在 何 秆 ”有 不 等 式 Eta yy 四 0 。 从 而 得 到 强 极 小 的 更 备 时 
的 充分 条 件 ， 世 就 是 ,要 求 在 固定 端点 时 压 带 y 1x) 奏 出 加 极 小 ， 只 要 空 可 被 
塌 辆 糖 , 量 在 这 场 中 的 等 一 点 对 任何 懂 9 满足 示 等 式 
210,7 下 和 次， yy PH , 

在 本 节 中 襄 出 的 一 外 定理 的 宜昌 ,可 在 前 而 提 过 的 村 . A&, 拉 符 林 披 也 去 
及 A[[. 点 ， 吉 斯 杰 尔 尼 坎 的 教程 中 找到 。 

89. 鲍 证 ， 和 全 直 面 上 交 由 何 光学 的 基本 问题 的 旗本 ; 


在 这 情况 ,对 企 何 箱 9 


、 nr 
Fyy' (ty Hy Hn) = 


洒 即 注 里 了 第 玲 (210w ， 因 产 ， 节 里 答 尘 十 点 时 0 及 新] 的 标 游 可 相声 蜀 粮 ， 
则 它 奏 出 才 付 察 的 证 丽 的 课 兵 小 。 宕 n(x 内 一 8 的 情况 ， 在 李 百 面 y>0 
内 的 扼 豆 是 司 吕 xs 畏 正 变 的 伴 男 汐 ， 间 果 在 上 叶 衬 面 认 的 可 2 及 2 不 在 
与 4 邮 秋 得 响 吉米 上 ; 期 粹 过 这 丁点 有 一 竹 太 衬 插 带 ， 且 而 它 可 被 场 图 
Fa 


~0, 
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2、 取 ze 殷 =V9TR 的 稍 况 ;办 妈 泛 窗 积分 
了- 上 vv I 于 wszz， 全 是 正常 数 )。 


积分 号 下 的 男 数 不 含有 2 因而 上 入 方程 有 积分 ; 


-一 本 下 
VIR LT _ Vythy = 


Ty 
戈 
Vyth _p 
TT 
就 不 解 肌 日 求 和 ,得 则 和 泣 市 程 内 者 积分 : 
上 它 基 机 物 畔 族 。 


当 对 = 时 :得 到 与 97 由 平行 的 宣 灵 作为 体 豌 。 

我 全 考 罕 从 际 上 中 引出 的 纪 带 率 ， 省 部 了 瓦 始 条 件 : 
Vy|z-o 一 由 久 | =- 一 & 

甸 这 初始 秆 确定 了 Cr 及 Co 我 们 得 到 : 


_ Ge)a2 
YT to 


对 a 微分 且 深 去 4, 求 得 这 扰 萄 夸 族 的 包 疮 : 


时 


了 
= 起 
这 是 以 及 避 一 为 是 点 匡 以 X=0 为 帆 
的 网 物 炉 《图 四 ) 。 在 从 床 点 到 其 愧 谭 与 
世 如 相 切 点 之 前 的 在 何 志 之 有 间 的 李 带 部 
情 上 黎 可 二 名 和 某 件 所 足 。 此 四 让: 

vt 


一 一 | 


ho 


y 
yD (图 四 ) 
也 注 是 了 勒 上 特 强 条 件 ， 亦 即 检 带 的 这 部 份 可 被 由 国 炎 ， 昌 由 于 前 西 所 鹃 的 
例子 ， 这 极 融 氏 答 我 们 的 活 渤 应 强 人 小 。 我 们 注 访 ， 从 活 辆 的 形式 晤 出 壬 
yt+h>0, 亦 即 在 这 于 我 们 有 竺 便士 值 丙 吴 。 在 华 村 闸 y4+k>0 内 一 切 部 和 
导 常 一 梯 。 
3，” 汐 赛 积 分 
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7= yar 
有 目 疫 吉村 引出 码 区 十 点 于 0 作 ; 人 0) 及 am 二 的 极 带 。 

充 贡 方程 有 遂 积 分 5 二 C7 十 Cs 日 极 带 7 一 > 经 过 夫 害 的 雨点 。 在 这 里 
yy 一 下 yy 一 0 及 下 人 5 亦 印 在 估 带 y==2* 上 我 们 有 六 关 有 > 中 因而 
诺 足 了 靳 .上 特 螺 条件 。 在 这 电线 可 比方 程 (195) 是 "==0, 而 它 渍 是 初 迄 沫 
符 介 60) 的 解 基 vol 避 二 2z。 它 除了 原点 加 =9 以 外 根本 浸 有 宠 战 。 这 样 一 
末 ; 注 首创 和 项 9 二 7 上 的 篇 怒 开 Ho 3 滑 是 了 芽 上 特 强 短途 有 中 可 比 强 牺 件 ; 因 
而 梭 委 人 次 这 如 就 答 我 们 二 泛 刚 过 强生 小。 

入 尔 捧 特 拉 打 图 烙 {208) 有 上 庶 式 : 

加 人 一 
议 管 我 机 的 熏 惠 趟 猎 式 1 由 的 天 端 有 形式 : 
， ERry #y yy 9) = — BH 2, 
国 而 存在 9 外 , 对 于 这 苦 的 3 不 等 式 (210) 不 诺 下 ， 亦 即 西 带 2 =z 不 茹 出 强 
酚 小 。 
生 ， 在 输 定 的 曲面 上 确定 测 地 入 的 问题 引 了 导出 泛 丽 [6 人 : 
了 一 vir rodu, 
Wo 


其 中 证 , 下 及 站 是 (tw 由 的 已 知 国 数 ， 是 在 檬 号 下 的 三 天 式 上 只 取 正 居 , 亦 芭 
EG— F300 及 E>0, 
我 从 有 : 

Re-m 、 
CE 二 到 下 全 十 妇 人 3 
因而 条 人 忻 (2102) 已 满足 ， 岂 就 是; 如 昧 测 地 芒 溃 被 测 地 灯 场 圈 秋 ,惠安 办 我 位 
-的 活 事 在 固定 瑞 点 村 以 强 极 小 。 特 别 是 ;在 训 面 的 大 匣 册 上 生 认 小 十 4 的 

弧 ,可 皱 太 圆 局 作成 攀 绒 力主 。 

9 奥 斯 特 洛 格 村 德 斯 基 - 哈 米尔 顿 原理 ”在 建立 为 学 及 数 
学 物理 的 方程 时 变 分 学 起 着 基本 作用 。 从 某 些 变 牙 床 埋 借助 于 能 
”的 概念 通过 同一 万 法 可 得 到 这 些 方 程 。 在 质点 么 的 力学 中 已 知 的 
这 后 一 概念 也 运 用 到 其 他 物理 填 程 上 , 而 当 利 用 变 耸 学 基本 原理 
时 ,如 我 们 在 后 面部 将 见 到 的 ,又 避 得 作出 数学 物 旦 方程 的 其 些 一 
般 途 径 。 我 们 从 质点 和 柔 的 力学 着 手 。 ， 


Faw 0 


0. 实 Wd 盐 -从 米尔 慷 展 加 8 


识 有 合 沪 个 质点 的 寅 点 采 , 朋 Th BE 上 他 和 的 质量 ， 量 . 用 (we, dns 
2 记 它 们 的 坐标 。 设 这 有 柔 的 运动 是 在 下 面 的 物 束 之 下 : 


‘211) Ps =0, (3=1, 2, ,Ps 
项 且 是 出 其 有 力 丙 数 

ds _ 0 . _ a0 ， eoU 
(212) ra ? 一 By Lk Er 


的 作用 力 所 产生 的 , 式 中 po。 及 也 都 是 点 的 坐标 及 时 间 的 已 知 
数 。 我 们 的 质点 系 的 动能 由 以 于 公式 表达 : 


TD- 部 总 mlet+ +) 


巩 从 对 应 于 时 刻 f= 的 基 位 置 7， 我 们 的 系 转移 到 在 时 齐 
1 一 二 鬼 另 一 位 置 IT。 从 能 链 实 现 系 从 了 工 到 工 的 转移 的 一 切 可 能 
方法 中 , 我 们 选择 系 的 一 类 可 容许 运动 , 也 就 是 这 样 的 运动 , 它 符 
侣 籍 定 的 关系 且 在 一 定时 草 区 间 的 , 问 内 系 人 了 转移 ITI。 奥 
斯 特 党 格 拉 德 斯 基 - 哈 米尔 屯 原 理 肯 定 的 是 ,从 一 切 可 容许 运动 中 
区 分 出 来 的 质点 柔 的 实际 运动 满足 积分 


(218) = 下 (T+ 


Ta a a a 


图 数 v0 » ZE (E) 将 应 的 ， 这 此 而 数 定 在 区 eo, 妇 ] 内 ， 
攻 俩 注 足 方程 租 (2{1 且 在 所 指 区 疝 的 南端 点 有 定 条 。 这 祥 一 来 ， 
我 个 有 县 有 整 罗 来 <211) 及 固定 过 加 的 变 牙 问题 。 为 了 解雇 这 和 后 
题 : 有 昭雪 属 关 日 乘 数 只 ,我 们 应 作 辅 肪 西数 


有 一 人 二 上 全国 wo 
且 皖 出 这 责 数 的 寻常 交 拉 方程 。 在 这 时 我们: 


， 1 2 . 站 徊 
Fri DD Fa Uset hs ki) Be ?9 
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-一 一 一 一 一 一 一 一 rr pe 一 


且 对 于 学 标 4 及 2 有 天 信 的 万 惟 ， 因而 尤 近 方 程 生 形式 : 


oa 一 下 一 ‘if) Se =0, 


meye— Pe a Aalt) By =0， 

mm 2 — Zi Xt) -3 = 0， 
也 就 是 ,它们 与 滩 的 垃 际 运动 的 徽 分 方程 一 致 , 这 息 就 是 我 们 所 着 
曙 证 明 的 。 

如 果 利 用 与 不 倚 否 的 大 数 gw， 9 亲民 赫 确 定 条 的 位 管 的 
章 角 坐标 其 中 一 3n 一 种 ) , 井 林 机 数 卫 及 避 是 这 些 参 数 的 面 数 : 
Ta, 21， "Ors gk, 5) ; Pt91， "ry rs 0 ， 
在 这 里 没有 像 (211) 的 关系 方程 , 因而 我 们 得 到 关于 积 下 (218) 在 
页 数 qr 的 这 值 辐 定 且 完 至 没有 狗 来 的 术 值 间 题 。 克拉 方程 将 有 
形式 : 
Ze 十 Te 一 全 {Tot Tg) 一 0， 

因 T 不 佑 想 于 多 ETI;I9] /了 为 


{214) otU CT 一 人， (2=1, re Yo 


dt dt 
在 这 里 标准 变量 是 9 及 ps 其 中 pi 通常 称 为 广义 冲 盘 ,它们 
由 腑 下 公式 确定 : 


8 
p.™ a CT HD) = io 
画 数 如 0 日 是 : 
HRdp -T+ -arr 


如 有 末了 是 &% 的 二 识 弄 突 多 项 式 [II;13], 删 由 漠 次 画 狼 的 万 
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的 总 能 。 

91. 最 小 作用 原理 ” 设 力 面 数 UV 诡 不 含有 且 画 数 % 也 不 
合 有 +。 在 这 情况 ,如 大 家 所 知道 的 ,有 能 的 积分 
{215) 1—U=h, 
它 才 示 这 样 事实 ,动能 和 及 位 能 (- 7) 的 和 在 整个 运动 时 隔 内 保 
持 定 值 ， 其 次 , 在 所 讨论 的 情况 下 用 参数 坐标 % 表示 的 窒 角 坐标 
不 含有 。 动 甬 是 关于 导数 名 的 二 次 型 : 
(216) 32 一己 mso- osgg, (ay=an), 


其 中 ar 都 是 3 的 加 数 。 利用 关系 (215), 可 多 积 分 (218) 的 积分 
号 下 的 阔 数 写作 各 下 形式 : 
2 | 

如 黑 跑 去 常数 蓝 , 卫 表 示 2 了 如 形式 M20 十 呈 和 V3T 且 殷 一 
个 因子 中 的 好 代 以 由 合式 (216) 所 得 的 表达 式 , 我 他 导 得 如 下 溢 
式 的 积分 : 
C217) | ~vV 可 可 VY Sa 人 

要 永明 , 我 们 居 把 对 这 积分 的 万 拉 方 程 还 原 为 上 面 已 绝 得 到 


的 巡 档 并 日 方程 (214) 。 带 实 上 ,积分 (217) 的 盛 拉 方程 有 形式 : 


i - 207 TF _ 
(218) Uy a it 二 DF 


0 G1 …y 古 。 


-看 

我 们 注音 ,在 积分 (247) 中 积分 号 下 的 夯 数 不 合 有 自 变量 量 关 

于 导数 qi 是 一 次 齐 坎 画 数 。 因 之 , 像 我 们 前 面前 经 风 过 的 [79] ， 
所 号 的 尤 拉 方程 中 的 一 个 可 由 其 余 的 方程 推 渡 出 来 , 因而 我 们 还 
可 漆 加 一 个 方程 到 盛 盾 方程 上 , 这 添加 的 方程 圈定 了 自 变量 ( 套 
数 ) 的 选择 。 为 了 可 求 这 个 自 变量 就 是 时 间 , 我 们 深 加 到 方程 (218》 
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上 的 是 下 面 方程 


2U 寺 现 1 
它 显然 和 能 盘 守 恒定 律 (21 相 是 等 价 的 。 这 时 方程 (218) 就 变 为 拼 
税 朗 里 方 各 (214) 了。 因此, 在 所 考察 的 情 光 ,实际 运动 的 方程 是 
从 积分 (217) 在 回 定 端点 时 有 醋 值 的 必要 条 件 而 获得 。 这 岂 昔 是 
雅 可 比 形式 的 最 小 作用 原理 。 

引进 在 条 害 出 内 具有 坐标 9 …* 9 的 测度 , 它 直 下 面 的 弧 
长 的 微分 的 表达 式 来 确定 : 


下 
Qs = (20 十 2h) 0 Qo 


这 时 (217) 中 的 积分 可 写作 形式 : 


[a 


因而 贤 战 渗 症 六 学 的 基本 问题 是 与 在 所 扒 大 纵容 并 内 关于 测 埋 线 
汐 疝 题 等 价 的 。 可 以 臣 明 ,对 于 实 蒜 运动 的 林 线 的 充分 小 的 一 . 牙 ， 
涪 着 这 段 的 作用 积分 有 能 极 小 。 我 赔 考 虑 一 个 蛙 点 说 着 某 曲面 总 
控 悍 性 运动 。 在 这 情 帝 我 俏 可 以 认为 区 =0, 因而 积分 人 21 门 次 为 
简 昔 形式 : 

(217)) | Tie, 

或 者 , 如果 我 们 引进 直角 坐标 , 划 有 形式 : 


运动 吉 线 是 这 曲面 的 测 地 线 。 

当 应 用 最 小 作用 筷 还 到 在 重力 作用 下 的 一 个 慎 点 , 并 .有 OF 
得 的 万 癌 是 与 重 方 方向 一 人知 的 , 贡 获 得 玛 曙 中 例 2 的 积分 。 

可 以 答 最 小 作用 原型 册 另 一 形式 ， 我们 此 剂 指 出 它 而 不 作 弹 


59， 试 及 腹 2 


竹 证 明 。 利用 能 的 积 和 分 {215) 日 略 去 常数 项 , 我 们 可 将 积分 (213) 
写作 加 下 形式 : 
C219) | Par, 


我 们 假 咒 可 容 计 运 动 满足 烙 束 方 牺 及 有 同一 常数 值 名 的 方 答 
(215) ， 对 于 实际 运动 也 是 一 样 的 , 卓 宇 们 斌 有 国定 的 初始 及 最 黎 
位 置 双 有 周 定 的 初始 时 族 二 。 对 它 侦 来 说 最 秋 时 剂 是 不 固定 的 。 
大 这 样 一 切 可 容许 运动 中 区 分 出 这 样 实际 运动 , 它 注 足 积分 (219) 
有 极 债 的 必要 条 件 。 这 是 摘 烙 明日 展 式 的 最 小 作 肌 原理。 我们 注 
意 , 这 时 位 能 不 出 现在 积 耸 中 而 出 现 丰 附加 条 件 ( 纪 5) 内 。 

92， 竺 及 了 膜 ” 在 炎 到 一 般 弹 性 学 中 变 分 原理 的 放 宜 之前, 克 全 败 赛 一 有 系 
到 特殊 类 漳 的 强 性 物体 , 必 们 的 其 度 式 面积 远 比 体积 或 更 高 凑 容 积 要 大 得 
冬 。 时 处 变 分 原理 的 建立 实 愤 上 归 二 到 关 十 位 能 的 某 些 仿 设 ; 亦 即 归 辕 到 关 
手 俩 罚 于 形变 物体 形态 的 形变 力 的 荔 的 某 些 假设 。 

设 有 沿 > 轴线 紧 的 艇 ,有 目 它 在 平面 (x; 由 内 作 平 面 筑 振 动 [YI;163]。 涯 
动 的 不 的 动能 表示 为 蕊 下 公式 : 

豆 | eagar， 
其 中 p 景 不 的 线性 密度 , 而 z= 0 及 z= 是 它 的 两 问 点 的 横 标 。 我 们 认为 形 
变 的 力 的 功 表示 为 问 购 线 力 To 与 它 的 民 度 的 增 量 : 
[YI 

的 柠 积 。 

按 牛 恬 二 项 式 展开 根 式 且 限 于 前 面 十 项 ,我 们 得 到 形变 次 位 能 的 表达 
陈 : 
| | wa。 
在 有 对 畦 生 长 计算 的 外 力 下 (zy 鸡 情况 ,我们 在 位 能 上 还 必须 次 吉 一 项 : 

-| Fudz ; 


最 局 , 奥 新 特 详 榨 撞 德 斯 基 - 哈 米尔 央 原 理 3| 导 出 对 下 积分 


二 
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{220) = | ， fe Tu I) dre 


暗 必 有 要 和 荣 件 妈 =0。 

在 直面 (fy 攻 上 对 咎 月 6x 本 {ast 进行 积分 。 在 国定 于 风情 部 ， 
在 这 短 形 的 过 z=0 及 x 一 ! 上 我 们 夺 边 界 条 件 #=0, 而 在 边 而 及 4 王 机 
上 ， 国教 # 顾 上 与 出 铬 tz 可 及 dt 在) 一 谎 ， 安 们 车 唱 诗 在 区 删 [toy 机 的 
初 秀 秀 及 最 孝 什 的 形状 。 

妇 果 吧 特 力作 月 于 迁 的 端点 上 ，, 注 闪 到 踢 性 力 的 势 量 与 储 移 的 平方 成 正 
比 , 那 未 我们 应 在 积分 人 220) 上 请 如 如 下 形式 的 项 : 


tf] 
-| [Rss2t0， f+, 站 ] 


这 淆 加 的 项 实 冒 上 基 沿 着 上 前 操 到 的 生 形 的 境界 的 积分 ,而 且 在 边 += 志 
太守 一 自 上 积分 号 下 的 一 数 等 于 等 ， 而 在 边 工 = 0 天 7 一 上 安 竺 十 加 Ww2(0, 拉 
下 howa (7, 站 a 福 痊 到 |] 节 中 所 讲 的 ， 以 及 在 边 T=0 上 上 辕 外 法 礁 的 天 向 
与 工 畏 的 堪 疝 相反 的 精光 ,我 们 就 有 在 过 > 一 0 及 了 = 上 下 故 形 式 的 自然 边 
慎 条 人 忻 : 


2 2 
i 一 二 个 * 一 3 一 习 。 Be 
TT, 工 一 只 机 Wr 2 w= 


一 重 积 分 (32 四 的 奥 斯 特 阁 楼 拉 德 斯 莽 去 式 鞭 出 诗 拒 动 的 寻常 方程 。 
对 膜 振 动 的 方程 可 同样 获得 并 IT;176]。 设 在 白 然 撤 家 下 , 腊 紧 张 在 平 醒 
tz 好 内， 且 To 时 它 移 对 军 位 其 度 放 算 的 旨 办 。 培 到 人 移 才 约 功 表 述 为 Z0 与 
膏 积 的 增 基 : 
HE TF dr dy — ja dy 
站 


的 紧 积 ,其 中 x (x;y 六 是 膜 的 点 (z, 执 从 至 衡 亿 置 在 有 时间。 的 傅 入 ,是 也 是 
联 在 平 枉 性 执 内 出 有 的 区 城 。 限于 徽 小 振动 ; 我 俩 得 到 积分 (213) 的 下 林 
朗 达 式 : 

(221) , | jjree- 一 了 fen + oF lat dz dy o 


对 所 写 的 积分 的 揣 斯 特效 铬 撤 德 斯 基 方 积 引 导 岂 大 家 知道 的 联 柏 动 的 方程。 
如 果 在 碟 的 噶 罩 二 受 有 系数 为 8 的 弹性 滨 制 , 有 在 积分 (221) 上 必须 请 苏 


后 ” 避 考 注 :这 里 原 芍 为 wo 十 -2 | 。， 一 0， 但 潜 中 十 " 导 应 为 %” 号 
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下 项 : 
-|.| os Weds at 
tt 


其 中 了 是 频 的 壤 界 。 在 这 傅 双 ,自然 边 值 荣 件 取 好 下 形式 : 


a 
ET 


其 中 # 是 1 的 向 外 法 如 的 万 身 。 在 腑 是 固 定 境界 的 情 吏 ; 它 俏 显 然 是 
#|1=0 。 

93. 梁 及 注 板 “所 训 染 东 指 对 次 昌 作 功 的 蝴 条 物体 。 当 发 生 形变 时 的 
位 雍 假 定 与 上 紊 的 至 方 的 了 积分 成 正 才 。 在 微小 拔 动 的 情况 ,我 们 以 二 阶 导数 
wc 代 共 曲率 ;因而 得 玛 形 灾 的 们 能 的 关 达 式 ; 

全 人 HEY 

北 中 比例 系 攻 4 二 7[IT; 16]。 我 们 合十 在 前 面 [ET18 风 指出 过 边界 条 件 。 
积分 (218) 在 这 里 有 下 而 展 式 ; 


rt 
3 ou ns + 2Fw dtdr, 


一 心 ; 
[ 


因而 相应 的 计 拉 方程 尼 为 以 下 的 架 的 机 振动 方程 : 


我 们 注 灾 ;如果 到 的 十 瑞 是 自 出 的 ; 风 过 弄 条 体 [II 谁 的 像 在 [ 壮 ] 中 讲 
过 的 可 看 作 自 杖 边 利 和 荣 件 的 得 到 。 
类 相 于 站 的 全 于 [9; 90]， 语 在 自然 状态 下 查 平 面 形态 的 茂 板 的 位 能 是 
在 形变 献 态 下 薄 坡 的 主 曲 诸 对 径 的 倒数 的 二 次 和 章光 本 灼 的 积分 值 , 世 就 晤 : 
rr 全 1 1 工 2b 


其 中 4 及 是 其 常 煞 ， 吾 是 薄 李 占 有 的 平面 切 的 区 城 。 对 于 主 法 堆 窟 的 
昌 雍 我 们 有 方程 [IIJ)IS4] : 
(EG — Pr?) 高 + 2M EEN- OD) 让 TEN 一 Ma) 一 0。 


在 曲面 的 最 式 方程 4 一 wfz; 妨 的 博 沈 ， 跟 去 关于 ws 庆贺 的 二 次 项 我 


S。 苯 者 注 : 这 里 原理 为 -| 2 (sjaedsy 但 技 推理 应 为 一 | "| 和 (swadsdio 


292 第 二 章 ” 恋 入 学 


们 得 到 : 
E=G=i; F=0;L=r=Hs) MM=3= ry) N=t= Wyys 
从 而 


1 »。. I 
i 本 一 打下 
BE, 富村 KR, RE, TT Vy 


国之 : 
1 


记 十 三 {Cu nx 二 Wy) — 3Hrrityy ™— wi) o 


最 后 可 写 : 
-0B) Crs rs)? 20 0) (eetoy— to Jdray, 
二 


| 


其 中 卫 政 了 是 失常 数 。 及 上 构成 的 博 个 新 常数 。 采 数 六 称 作 汪 板 的 车 曲 的 
厂 度 ?而 = 是 贰 各 的 普 阿 松 夭 数 。 还 必须 请 如 盾 几 在 洱 板 胡 重 上 的 外 力 的 势 
匡 到 庙号 的 形 斑 的 位 能 的 表达 式 上 。 .如果 记 为 溢 检 党 着 边 夭 条 和 盾 且 限 于 徐 
.为 效 由 的 人 情夫; 刚 瞬 后 得 到 积分 (并 引 的 科 太 式 : 


Ir - - 
引 上 =- Crt Hyg) s+ I— 0) (Hig UF) + pu|aray, 
I 。 


其 中 必 是 对 单位 面积 计算 的 荷 重 。 生 于 [ 他 jE 的 信介 式 ; 当 积 分 避 下 的 测 歼 
含有 待 求 范 数 # 对 自 变 星 > 及 y 的 二 阶 导数 时 , 虽 境 斯 特 洛 格 拉 德 浙 基 方程 
有 形式 : . 


3 3 32 的 33 ， 
{222) Fy i tu ER Mu,t ra 下 oT 0 
如 果 认 作 司 =1) 出 可 时 : 
(229) Ff= 一 二 (se 二 Was (0) Curt te) + ps 


因而 导出 举 于 静 为 奏 曲 的 下 面 方程 : - 
d= 
在 振动 的 洒 板 的 铺 况 ; 轴 诺 加 动 能 ;如 有 : 
ii dH = 

落 捕 沈 的 特征 是 : 车 茜 示 和 达 式 (223) 由 舍 有 因 予 所 一 中 的 这 个 项 代入 奥 斯 特 
浪 诬 拉 褐 斯 此 方程 (223 的 自 端 性 恒 尝 村 圭 ， 因 而 这 个 项 对 由 斯 煤 社 格 打 德 
”斯 点 方程 素 褒 袜 有 影响 。 然 而 必须 措 册 所 说 到 的 项 在 纤 赴 让 然 边 界 荣 件 导 
履 生 了 重大 的 影响 。 


54， 织 性 学 的 基本 大 称 
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34. 异性 学 的 莫 本 盛 程 ” 设 人 am 2 是 各 午 鸭 痪 的 形变 的 他 移 耐 旺 芍 


分 景 。 应 变 的 张 量 的 六 个 分 革 : 


Try Ty Top Try Typy Torr— Tyry Ty 


下 Tawy 


鞭 出 在 这 磅 墙 中 肚 变 的 车 个 ， 其 由 对 是 应 到 对 二 x 糊 的 分 量 必用 在 与 这 珊 


正 莹 门面 积 十 ts 太 0 有 于 人 册 庆 洗 1。 


rm 是 下 恋 对 于 工 相 的 分 量 作 用 


在 与 # 禹 让 莹 的 呈 积 上 ， 不 才 屁 这 变 对 于 和 炳 的 分 量 作用 在 与 * 轴 正 变 的 大 
各 上 。 下 ,rs 避 Ty 相符 浅 和 人 实 。 在 证)] ,并 亦 时 上 碟 贤 的 形变 转 江 杰 经 生 的 


下 面容 个 分 量 永 表 出 : 


< A, Eg D0, ss 各 
FI 到 2 
du dv Es dt0 
(224) 所 a7 Ts 一 rz 一 下 5 
3 号 7 
1 ey 了 > 十 dt 总 
szy Ey gs 的 慎 者 示 稻 起 在 坐标 灯 的 方向 的 声 量 , 而 7w3 基 #* 生态 yy 朝 记 成 购 


前 角 的 改变 量 。 还 引进 重 个 值 * 也 区 是 : 


d= 二 Ey + Ery 
宪政 生体 积 昌 相对 站 这 景 ,; 故 
B= 二 TO 


李 妇 置 六 ， 最 后 这 汗 个 值 直 依 类 于 谷村 柄 的 选择 。 站 古 典 的 着 伯 学 中 ， 


各 呵 同 性 移 扫 多 体 的 形变 区 应变 的 这 量 分量 之 间 育 郁 性 关系 ， 这 关 演 雪 示 


广 霍 磷 定 律 : 
和 2 7 


5 CA 


或 者 是 : 
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其 中 虹 及 多 是 党 闭 ， 它们 是 所 项 物 莫 的 特 箱 ,并 日 全称 为 怒 变 堪 量 ; 厅 吕 沟 
横 压 辖 系 妆 〈 普 阿 松 常数 )。 从 去 克 定 健 立 部 措 出 和 值 2 及 人 s 之 六 下面 的 关 
汪 ! 

1 m2 


Bol me 
0 m1 


其次 ;用 4 才 半 于 第 位 体积 的 床下 的 丸 的 功 ; 它 可 以 用 形变 的 张 拱 的 分 妈 闵 
洪 达 或 省 用 应 国 的 泌 量 的 分 时 洲 避 于; 


一 -一 1 fm Sor TT a) 
十 ¥ Ee 
藉 且 利 骨 所 澄 的 公式 ,可 及 才 下面 的 洪 河 式 ; 
cd ;Ti 
* Hes” i dy “ Bra “ 四 3 
3 3 本 日 由 34 
226) pe’ gy go Mya ge 
_ad. 34 2 
及 机 Tar 一 Ey ; lm Tar Er 


可 以 还 站 ,在 癣 性 物体 他 每 一 点 总 存在 这 笠 三 个 百 相 正 交 的 方向 ; 如果 
我 们 取 它 们 们 为 坐标 灯 , 则 在 这 点 月 竹 式 yo= Ys 一 Ya 一 0 。 我 们 取 这 些 方 
向 作为 坐标 辆 , 且 月 st ea 69 吕 这 样 选 壕 灿 时 刁 前 骨 用 sy syy s 来 能 的 而 
些 导 ,由 (225) ,得 到 了 在 这 点 的 去 达 式 : 

| 


4= 人 | 时 
而 二 的 链 为 正 的 条 作 妇 星 入 数 凡 应 训 尼 的 不 Rm 
攻克 来 诸 关 于 以 由 面 S 六 境 办 鸭 絮 性 物体 了 的 平衡 条 件 。 识 作用 在 这 
-物体 上 的 里 恒 力 有 分 量 : 
Rr yy 23 Ds Yery a Zr yy 2 H), 
生 . 设 在 由 并 访 的 部 检 局 .上 蓉 定 了 位 移 启 是; 而 在 部 愉 名 上 则 是 应 为 ， 且 骨 
s17 Ti 和 本 这 迹 力 的 分 量 。 它 机 静 基 在 上 的 灾 点 六 的 已 接 蓓 烤 。4 展 
布 不 上 的 积分 更 外 力 的 功 的 变 号 之 和 和 痊 出 所 吏 的 弹性 物体 的 全 能 : 


(C227 则 [A— Sut Yo Zw) ap 一人 Ca YZ) dre 
Ba 


这 人 世 能 是 愧 体 的 虚 的 此 标 们 9 的 的 演 个 秒 数 wy 4 芭 内 证 本 。 如 果 窟 


84. 弹性 学 的 其 水 方程 205 


出 所 指 的 斌 出 的 虎 饭 特效 档 拉 德 其 款 方 程 , 而 且 必 项 福 意 在 构成 其 斯 特 徐 恼 

拉 德 斯 基 方 程 时 港 着 曙 面 的 积分 不 起 代用, 世 我 们 获得 平衡 万 程 。 如 果 注 交 

站 巴 护 慨 于 而 北 ay in 本 身 而 只 传 旺 于 它 人 的 竹 数 ， 班 末 就 导出 证 的 
227) 美 寺 匣 数 的 抠 斯 全 说 情 拉 管 期 苦 右 程 ; 


本 
(228) -X 一 区 4 一 天 4 元 dr0。 


注意 到 ,二 内 通过 6 而 依 粘 于 Urs 只 通过 了 zy 的 族 畏 于 ty 只 通过 
+ 而 依 概 于 ds; 并 有 注意 (226) ,就 可 怕 上 面 信 方程 写作 如 下 形式 : 


dT BTzy , dT 
Li 一 一 了 一 总 二 一 [让 
a + ay/ 9 ” 


类 树 地 可 写 出 另外 雨 个 下 入 方程 。 磷 境界 曲 芒 的 部 份 3 上 因数 ay 2 了 
内 复 是 园 定 的 而 在 部 份 8。 上 和 白 然 边 箱 荣 件 [8 有 形式 
Tr GDS tM XY + Try COS Ca To CS 3 一 及; 一 是 9 
Toy CO3 CRY T) 十 ay 608 (和 H) 十 Ts C08 0 #8) 一 上 1 一 日 ? 
Trr OOS (Ry TY) 十 Ts CO CRY Y) 十 Ga LOS (Ry 8) — 1 
其 中 天 是 8 的 向 外 法 邦 的 方向 。 
在 方程 (229) 中 如 用 六 变 的 措 量 的 分 量 采 代替 了 这 变 的 强 芋 的 分 是 , 则 我 
们 得 到 下 面 大 个 平生 方程 : 


G(x+ s+， 
2 


(020)) 


mt 9 


TF 一品 Fo) 十 二 


职 是 到 商量 形式 : 


G(du+ 2 -5 SIH divu )+F=0, 


| 可 岂 写 公式 人 2 的 为 下 形式 
了 9W 39 dU aw 
co 
其 中 vs; dy Cy 四 的 训 术 是 的 分 于 ,也 就 各， 


i du ol jy 4 
?2 Aaa VY Br Dr” 


3x 2 
社交 到 公式 (230) 中 在 方 莉 绒 中 的 那个 式 子 ; 它 报 本 不 影响 奥 斯 特 洛 洛 
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人 


挤 德 新 蔡 方 程 ;也 就 是 ,加 时 号 测 积分 ; 
je 如 eat -09 十 呈 fi 十 鹃 十 au — XutYot go) an 


的 奥 斯 特 党 覆 垃 德 斯 基 方 程 ,我 们 就 得 到 漠 性 物 伯 的 平生 方程 。 
为 了 获得 运动 的 方程 ; 按 奥 斯 特 活 覆 控 德 新 上 基 - 哈 米尔 是 原理 ;只 须 在 写 
电 的 各 分 号 下 的 式 子 上 涨 扣 对 点 于 动能 ( 肖 相 太 符 号 的 ) 的 项 ; 
一 全 《如 十 阐 十 城 ) ， 
其 中 基 物 体 的 窗 话 , 旦 对 有 限时 刘 区 间 [io 直到 积分 。 这 样 一 来 ; 事实 | 
千 为 对 积分 ; 
| 一 各 ( 呈 十 只 寺 十 4 (Xu + Zw |atav 


这 于 及 (2 59 为 检 为 自 变 量 的 到 煌 4 52; ww 的 导 斯 特许 格 垃 逢 斯 其 方程 的 
作出 。 不 难 惊 感 ,这 就 导出 趴 性 动心 学 中 的 下 面 上 基本 方程 ,下 它 作 向 量 诺 式 : 


a 
rz (dt 


这 时 照常 如 为 在 时 肇 的 边 仿 !=to 及 和 的 让 移 应 与 实际 的 鼻 移 一致 87] 。 
38， 各 对 祁 值 ”在 [65] 节 中 我 们 省 引入 纸 对 极 值 的 概念 ， 此 
涛 我 个 考察 一 些 特例 且 强 出 与 它 简 联系 的 关于 艳 对 局 人 备 存在 的 某 
些 竺 洽 。 ~ 
蔗 有 证 丁 :; 


~ 230) 7 = py + (od, 


其 中 PC ，q(w) 及 (2) 是 在 图 区 沿 [0; 引 内 的 迹 筷 隙 产 ， 疆 放 
27tw) 有 六 入 导数 日 
(2827 DPE) 0; ys) 0, 

， 殴 画 数 yz?) 连同 它 的 导数 z(e) 在 区 项 [0, 站 内 都 是 这 秆 的 
且 注 让 边 欠 荣 件 : 
(288) y(t) =a; yD = , 
在 3 的 这 痒 夯 数 六 类 中 要 求 出 那样 的 一 个 画 数 ,此 使 活 画 !2831) 


所 -5 - grad div w )。 


85， 针对 醒 入 | p07 


取 最 小 稍 。 

对 这 泛 图 的 尤 拉 方程 有 形式 : 
(284) {p29] -ge)y=f (80) 
我 们 来 证 明 , 在 条 件 (282) 下 ,这 方程 在 区 则 名 , 申 上 有 有 解 , 这 解 汉 
足 条 件 (238) , 而 且 这 样 的 解 是 唯 -- 的 。 蜗 %(2) 及 aa(z) 是 漠 庚 
方程 : 
(235) [pe)2] ~g(m)2=0 


的 解 , 浇 足 初 怒 杂 件 : 
wt0) =0; m0 =1; HD =0; AD=1, 
站 于 2 二 0 存在 及 隆 一 性 定理 保 放 了 这 些 作 的 存在 。 其 诡 , 我 
们 证 明 (0 0。 这 矫 异 于 蚌 齐 次 方程 (285) 沟 有 不 恒 等 于 老 晶 
当 w=0 及 2 一 时 等 于 需 的 解 。 同时 显然 加 (人 关 0， 因 而 解 为 (7) 
方程 (284) 的 通 积 分 有 形式 : 

ok = comot2) TF ers) + g(r), 
其 中 m 及 6 是 任意 常数 , 且 gtx) 是 方程 (284) 的 性 何 特 解 , 当 
pt2) 守 0 时 , 在 在 定理 保 脖 了 在 区 浊 了 ,如 上 这 个 特 解 的 存在 。 芝 
办 条件 42883) 引 出 万 程 : 

cz1(0) 十 0) 一 aD 十 8 人) =6, 

从 它们 so 及 5 可 蝶 一 决定 。 这 样 一 来 , 我 们 得 到 方程 (234) 的 唯 
一 解 , 它 满足 动 界 条 件 (238) ,大 且 这 个 解 在 区 疝 [0, 习 上 有 二 阶 迷 
入 导数 。 剩 下 要 旋 明 为 人 天 0。 在 方程 (285) 中 伐 入 2 二 为 (2), 居 
可 写 为 : 


(286) SF [po)] qs. 
由 于 朵 件 为 (0) 一 0; %(0) = 二 枚 数 (x) 及 它 的 导数 在 充分 到 近 


- 
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子 z=0 的 人 备 2 处 总 是 正 的 。 因 之 等 式 (236) 的 南 蝇 在 所 指 的 值 > 
处 总 是 非 俩 的 , 因此 在 *=0 时 等 于 正 值 的 环 积 pf(oz， 当 值 2 充 
牙 逼 近 于 Y=0 时 它 不 减少 ,及 由 于 如 86 ， 贡 在 加 他 ) 为 鱼 后 这 到 
积 考 可 以 开始 减少 。 然而 为 了 下 求 mr) 是 负 的 , 必须 它 的 导数 
zh Cp) 亚 部 P20)20 预先 变 为 全 的 。 泛 样 一 玉 , 我 们 导出 了 地 盾 , 因 
而 可 峙 意 , 当 0<z 和 UH sot 2D。 

上 而 建立 的 方程 (234) 的 多 yn (x%) 属于 Ca 类 。 我 们 永明 , 它 
粒 泛 两 (28 四 以 重修 ,更 确切 地 统 , 我 们 琶 明 (go) SVCD 其中 2 
是 了 必 类 中 的 任何 两 数 , 并 日 等 号 只 在 y(t) 与 加 人 ze) 恒 等 时 成 站 。 

中 的 任何 两 数 ytx) 可 表 如 形式 9?) 一 oz 十 (2)》, 其 中 
292) 巡 同 它 的 导数 在 区 册 [9, 站 上 过 稿 , 并 且 写 在 这 区 尚 的 南端 
点 等 于 震 。 我 们 有 : 


7 0) = C0) = 引 pts) yn Fe yo Ca) art 


t 
二 | [pi2)n TF gr) do 


注意 到 yz) 及 wz) 的 性 质 , 我 们 就 能 够 在 第 一 积分 站 司 用 
分 部 积分 法 ,得 : 
7 7 90) =2| [- ELp OW) yt f(s) ydet 
于 | Loe gayaet oe) ， 


从 而 注意 到 wo {ww) 是 方程 128 直 的 解 二 人 0) = = 一 0 期 由 于 
(282) ,得 : 


TW IC) = | Lele) +g (0) ldse0, 


并 且 等 号 只 当 maz) 二 0 时 成 站。 事实 上 , 如 果 有 称号 , 如 必 有 
mw) 二 0; 亦 部 9(o) 在 区 阐 [0, 上 是 营 数 。 然 而 nC0) =0, 因此 


在 区 天 [0, 妇 上 wz) =0。 和 这样- 来, 我 们 的 断 首 已 臣 得 ,也 就 是 ， 
在 yf2) 为 加 (的 肝 是 仅 在 此 时 活 灿 (281) 在 卫 类 中 有 最 小 值 。 我 
们 注意 ,在 也 类 中 的 旷 数 ,只 需要 一 阶 导数 的 存在 且 束 入 ,而 使 泛 
厂 (281) 达 到 最 小 从 的 %(2) 有 二 阶 韦 役 导 数 。 

作为 第 一 个 例子 , 洗 察 下 泛 丽 ; 
(287) TW =| era 


在 下 而 的 连 糖 画 数 妨 类 中 的 最 小 值 的 着 题 , 总 这 类 中 的 画 数 在 区 
由 [一 1， 十 站 上 士 有 有 速 太 导数 日 满嘴 边 蜡 皮 件 : 
(288) y(—1)=a; y=0, 
其 中 a 关 5。 由 于 后 一 条 件 , 也 类 中 不 命 常数 ,于 是 对 于 卫 类 中 的 
性 何 夯 数 有 .7 >0。 数 了 (9) 的 拱 合 应 有 下 俏 民 [I; 才 ]。 我 们 
主角 ;这 下 确 界 等 于 寄 。 

不 难 检验 ,对 于 尾 何 正 数 s， 下 面 画 数 : 


(289) - 二 二 一 十 一 
“ 2 arvc tg 工 
属于 疙 类 。 我 们 有 : 
1_ 自 一 多 只 
9 are to eT 


手 之 ,对 醒 数 (289) 


TI 2 
-1 4are tg: 4- 5 + 2arc tg = 


当 se>0 叶 , 右 恕 趋 子 堆 , 从 而 可 见 泛 画 (237) 在 上 关中 的 下 三 
等 于 震 。 然而 因为 D 类 中 不 仿 常 数 , 且 对 DD 类 中 的 任 他 西数 有 
J () 0, 这 是 前 面 已 经 指出 过 的 。 四 之 0 在 卫 美 中 不 能 这 
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浊 下 黎 界 ， 从 而 在 这 疙 中 江 画 (238 站 没有 眠 小 什 。 
86. bi 作为 第 三 个 例子 ,考察 泛 图 : 


(240) 700 = | fo dy, 


其 中 号 是 以 坐标 原点 为 中 心 且 半径 为 一 的 轴 。 所 写 的 积分 通常 称 
为 犹 义 业 利 积分 。 我 们 对 卫 类 中 的 画 数 ulz, 幼 来 考察 这 泛 田 ， 
所 曾 必 类 中 的 画 数 是 指 在 闭 圆 他 十 仿 志 1 内 为 巡 粮 而 在 这 轩 的 内 
部 有 一 阶 巡 粮 导 数 , 且 在 图 周 7 上 满足 边界 条 件 
(241) ul f(t) 
的 夯 数 ,其 中 斤 0 是 葵 定 在 和 商 周 上 -上 的 幅 角 纪 的 如 千 效 数 。 因 为 
我 们 未 伙 假 设 己 导 数 4 其 凤 在 月 关内 的 圳 吉 性 , 我 们 度 把 积分 
(240) 而 作 反常 积分 , 也 就 是 , 漂 作 是 展 布 在 以 bp 为 衬 径 的 图 
是 十 儿 六 史上 上 的 积分 当 p> 二 时 的 极限 。 因 为 积分 号 下 图 数 是 
非 负 的 , 当 增加 时 对 品 的 积分 不 减少 , 因而 所 指 的 极限 或 为 有 
”版 或 等 于 (十 20)。 腿 例 , 在 第 一 情况 , 我 们 设 这 积分 县 收 铬 的 , 而 
在 第 二 情况 , 如 冲 它 是 发 戎 的 。 在 后 一 情况 可 证 为 积分 的 值 等 于 
(十 20)。 泛 图 (2 和 0) 的 奥 斯 特 洗 格 拉 德 斯 基 方 程 是 拉 昔 拉 斯 方程 
[87 : 
Wort i = 

因而 我 们 有 权 和 希望 在 加 B 内 为 绸 和 且 在 上 上 到 边界 值 (241) 的 曾 
数 粮 旗 画 (240) 在 所 指 了 闫 中 以 最 小 秆 。 我 们 知道 , 这 样 的 再 和 
区 数 基 存在 且 叭 一 的 [II;19 引 。 用 {x,y) 来 记忆 。 

首先 证 明 , 可 以 葵 定 条 件 (2341) 中 出 现 的 和 这 车 东 数 ,六 的 ,使 当 
灵 王 时 省 茵 (2 和 0): 


(242) J CE) = | C2 va) ds cy 


颖 于 (十 co)。 事 实 上 , 分: 
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[243) (DO 一 > ' cog (26) 


所 写 的 好 数 显然 关于 8 是 税 对 上 一 至 收 雍 的 , 因 之 它 确定 具有 有 用 
期 se 的 速 纯 周 期 本 数 /6)。 有 具有 边民 伞 (243) 的 犹 义 蘑 利 出 是 
的 解 有 形式 ; -II; 195] : 


wr, =o, OD) = > - ~cos(220), 


在 积分 342) 中 变换 为 棕 坐 标 : 


(244) 7 (0) = | 十 吉 品 j nardO 。 
r=] 
我 们 有 : 
和 hr 一 ~ Orn2 leong( Qi} t= C— > Qe2™ sin (92n0), 
入 二 1 =] 


基肥 所 写 的 孝 煞 在 任何 图 "<p 夫 都 是 移 对 且 一 致 收 敏 的 , 此 处 
p<H。 如 果 注 意 售 角 的 正弦 及 命 怠 在 括 为 gr 的 区 间 上 的 正 交 性 ， 
肥 得 : 


| | 2 二 rarag- 位 | 2" sar ~ 
rp 
-- 2 rp dp Sp, 
站 及 三 1 


因而 当 p 一 1 时 ,最 后 般 数 的 和 扰 穷 渤 大 , 从 而 推出 , 在 条 件 (243) 
下 积分 (248) 的 什 竺 于 (十 20)。 

这 样 一 水 ,在 所 考察 的 情况 ,调和 曾 数 Ke, 仿 不 焙 泛 区 (240) 
以 最 小 值 。 可 以 证 明 , 如果 在 w=% 时 积分 (240) 等 于 (十 cc , 草 对 
于 品类 中 满足 边界 条 件 (2 和 红 ) 的 任 售 轴 数 ,这 积分 也 等 于 (十 oc)。 
这 从 下 面 的 定理 前 即 得 出 : 

定理 ”如 末 对 于 卫 类 中 满足 边界 条 伞 (2 和 L) 的 任何 卫 数 积分 
(240) 为 有 限 值 , 其 对 于 了 类 中 的 莽 和 故 数 v 这 积分 也 为 有 限 征 ， 
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井 且 这 时 对 于 石 中 的 代 何 匠 数 我 们 有 : 
{245) se) 
而 由 等 号 只 当 Y 天 2 时 成 站。 

如 果 假 设 调 和 夯 数 zo, 急 在 了 的 内 部 的 一 阶 依 导数 是 有 兴 
的 ,定理 的 证 明 十 分 简单 化。 这 时 积 牙 (240) 显 名 为 有 限 值 。 我 人 
只 筑 训 有 虹 ,， 如 不对 于 石 中 的 任何 醒 数 和 积 0 为 有 限 值 , 划 
人 0) J), 而且 等 屋内 当 各 0 时 成 盖 。， 我 们 可 号; 好 =2 寺 1， 
其 中 mr 2 在 也 的 内 部 有 一 阶 巡 篇 分 导数 ， 且 它 在 于 硬 了 上 如 
结 而 在 辆 周 ! 上 等 于 喜 。 我 人 有: 
(246) Tas = FD 27, {o, 0 , 
其 中 用 “ok 记 积 分 Jl) 展 布 在 图 B。 上 的 值 , 且 

Valo, m= || (osm t wm) andy 

国 数 vtw, 肋 在 了 的 内 部 有 一 阶 束 糯 俑 导数, 困 之 应 用 格林 

公式 ,我 们 得 到 : 
vi = | oem ty) dody = 


Bp 


= | Be 
= ) ndvdray+ | 7 项 et， 


其 中 了 是 以 原点 为 中 心 p 为 竺 径 的 辱 周 ,而 22 是 4 滞 这 央 局 的 法 
缆 的 导数 。 因 为 “是 赣 和 机 数 , 右 端 中 的 二 重 积分 等 于 零 , 而 在 曲 
税 积 女 中 当 p 趋 于 一 时 1 关于 幅 角 一 到 收 化 于 喜 , 而 弛 禄 照 条 件 
保 桂 有 昼 ， 因 而 这 个 偶 闵 积分 虽然 趋向 于 雾 。 这 样 -来 取 候 式 
(246) 在 -> 工时 的 极限 ,就 烙 出 : 


Tw) 60) = | GR drdy, 
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从而 扒 知 ,00 守 J 00) ,并 日 等 号 内 泊 训 三 0 及 坝 寺 0 时 碟 立 : 亦 
设 如 果 ”在 闻 域 吾 内 是 常数 。 然 而 在 1 上"=0, 因 之 P70。 

现 和 二 来 证 明 一 艇 情况 下 区 定理 ， 和 前 画 一 样 , 仿 色 是 居 积 分 
J{w) 状 有 险 值 的 如 中 一 个 图 数 , 且 训 : 
(247) 号 十 > Cn CO03 TO + bs Hn nd) 
旺 条 件 名 和 柜 ) 中 泗 现 的 画 数 了 必 ) 的 富里 埃 航 数 。 图 数 t 在 园 的 内 
部 由 下 般 数 来 确定 : 
(248) vr) = + | [as cos ng + ba gin no) re, 


没 ; 


(249) Hm rt) 一 癌 十 > (an COg nO + Pn sin no) r,s 
且 用 等 式 !: 刀 二 tm 十 Tm 米 确 定 汞 数 ?tr 办。 这 画 数 Ym 人 7, 中 在 


8 的 内 部 有 一 阶 连 秆 偏 导 数 , 它 在 用 圆 内 连 纺 上 且 在 ; 上 的 边 沉 什 
wmtl 人 有 图 里 埃 极 数 : 


， > en POg nt bn in nd), 
于 于 


这 可 立即 从 (349) 及 包 的 过 内 和 值 有 宦 里 翅 航 数 (247) 显示 出 汶 。 队 
而 可 推 得 : 
(250) | wad, 内 cos ROd9 =0; | Osin kbag=0。 
(k=0, 1, 9, es my Ch=1, 9, 1 mm) 
光 前 而 一 样 ,我 们 有 : 
Telons 10) = | find vadady + | rn ps 0) ond nag。 


一 重 积分 等 于 等 ,而 在 曲线 积 共 中 积 共 臣下 的 画 数 关于 4 一 -至 趋 于 
po C1, 0) ed 


和 
pel 
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日 由 于 249) 及 (250) 这 瑟 积 的 积分 等 于 等 。 芝 样 一 来 , 当 p 一 1 
证 9， De 0 。 在 公式 : 
ov I) = od) Tom) + 2 Cmy Mm) 
中 了 到 p->1 时 的 极 腔 ,得 : 
【2511 Jw) dt) Cm) o 
按 条 件 J 了 Gaw) 为 有 限 乔 , 且 从 最 后 公式 看 出 7 也 为 有 限 
值 。 四 于 (249) 对 于 van 这 也 是 显然 的 。 


从 (C25 上 ) 乱 : 
《253 J vm) Ed (WW), 
县 对于 任何 p<1 更 有 : 
(253) J Ke < J (Cw) 邹 


但 在 图 B, 内 般 数 (248) 可 以 还 项 微分 且 所 得 的 级 数 在 B。 内 
， 一致 恩 和合 , 亦 即 在 国 B, 内 rw 的 导数 当 m->o2 时 一 政 收 艇 于 的 
- 对 应 导数 。 这 样 一 来 , 当 mm 一 oo 时 不 等 过 (258) 共 出 : 
Te) EW) , 
从 而 , 当 p->1 时 得 出 : J C6) 守 J (入 )。 
如 果 在 所 得 的 最 后 不 等 式 中 等 号 碟 立 , 那 未 , 我 从 就 亲 旋 明 
ww 二。 全 名 二 4 十 其 中 照例 在 吾 的 内 部 有 一 阶 过 疆 导 数 , 它 
在 阴 图 内 连 入 且 在 图 周 7 上 等 于 等。 
我 全 有: 
6D (人 = 人 (十 (的 一 27(oo 办。 
如 果 注 意 : 
[2 十 2 芝 放 十 二 十 号 十 名 ， 
出 我 们 有 : 
127, Cw, 四 ye 二 7 
从 而 ;, 邓 于 一 切 po< 工 , 得 注 : 
27 v) | (Cw) + (0), 


97 ， 变 的 直 狠 方 污 30: 


亦 妇 当 pl 时 vtw， ) 保持 有 界 。 
公式 【254) 的 右 端 的 前 甫 项 在 p>1 时 为 有 限 值 , 因 之 .ok 
的 值 避 持 间 春 , 亦 即 当 p 一 1 时 它 为 有 限 值 。 其 深 我 们 配 : 
TD) = TD 0, 丰 ， 
和 目 从 TC0) yy 人) 及 (07) 的 有 有 限 瓜 典 的 存在 , 推出 在 2 工时 
ta 0) 有 有 限 和 慷 限 。 写 : 
VD 1) 一 mv est， 四 je 


中 进 尾 管 实 肉 数 s, 我 个 研 生 |; 
TE 4 em) = (rt) F907, Cn, + el) 

当 p 开 时 右 端 的 所 有 项 有 有 限 极限 ,， 因 之 对 于 左 端 也 一 样 。 
取 坪 边 的 极限 , 符 : 
(255) Tvsen) IT + Cn, es (ny 
这 样 一 来 , 对 于 任何 实数 s， 狼 习 赫 利 积分 \24 允 醒 煞 全 一 4 十 时 
为 省 限 值 ,因而 由 于 前 面 所 诈 的 我 们 有 : 
(256) TV) ET (uten), 
并 且 等 号 当 e=0 及 =1 叶 可 达到 ,因为 接 笨 件 V(w) =J(9)。 队 
而 推出 , 在 公式 (256) 的 在 总 的 三 项 式 当 8 一 0 及 = 二 时 法 淹 最 小 
值 ,而 这 情 只 有 在 了 0 一 0 时, 亦 朗 在 ”=0 时 站 有 可 能 ,因而 从 

氏 二 十 和 推 知 名 =2。 定 更 完全 证 星 。 

在 关于 边界 问题 的 一 章 内 ， 我 们 筹 再 庙 对 于 等 周 同 题 的 刀 对 
株 值 的 问题 , 亦 即 当 内 加 条 件 是 积 杂 形式 时 的 情况 。 

97. 变 分 的 十 搂 方法 ”近代 对 处 理 报 对 棋 稼 问题 的 衣 的 各 种 方法 有 和 禄 
大 的 进展 ,这 些 方 法 吉 纲 了 微分 方程 的 策 用 。 芝 时 家 接 从 求 极 慎 的 积分 的 形 
并 晤 六 , 博 山寺 藉 共 极 溉 运 委 企图 件 申 著 运 国 纪 区 对 栋 慎 交 国 闭 。 

在 这 情 驶 , 像 我 们 在 前 面 重 码 殿 过 的 一 样 , 开题 比较 微分 学 中 的 相应 问 
古国 难得 多 了 。 在 微分 学 的 信 吏 ， 按 妇 尔 斯 行 拉 斯 关 十 连 强 丽 狼 的 基本 定 
齐 , 我 们 知道 , 在 信 在 局 过 域 内 迷 污 的 图 数 ; 一 起 在 这 区 域 的 基点 取 壤 大 ( 囊 
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最 消 ? 鸽 。 在 变 兮 章 题 里 四 说 有 过 樟 的 简 井 定 班 , 国 此 自 柳 提出 了 于 题 的 外 
的 全 症 多 图 是 。 - 

证 了 人 是 短 求 柄 数 4 的 其 证 责 , 我 们 求 这 样 函 数 ， 使 提 到 的 斌 图 在 
菏 上 线 中 的 丽 数 xz) 有 最 小 谷 。 潮 六 局 类 中 在 何 选 择 的 列 数 yz) 证 画 
J 得 到 确定 值 。 友 于 到 用 人 类 :中 一切 晨 数 ， 我 个 得 到 活 加 J 的 贿 穷 多 个 体 。 
误 4 是 这 攻 尝 个 值 记 肛 的 策 合 们 下 确 下 。 我 们 了 不 能 下 先知 莉 , 在 嫌 继 中 是 香 
刘 乍 曾 数 3) 葵 证 国 以 这 个 及 小 全 6 然而 用 下 而 办 的 定 文 * 我 们 在 上 灶 中 
各 可 拷 到 这 拌 丁 著 到 办， 当 # 和 民风 培 大 时 iy) 有 有 鹤 限 引 。 列 燥 用 (2) 
通常 称 为 极 小 序 训 。 在 这 分 学 中 的 查找 方法 的 实现 县 一 个 可 能 必 是 下 面 的 
手 右 : 焙 册 构 盗 极 小 序 剂 的 方法 ， 要 使 从 释 成 的 梳 小 序列 殿 助 于 某 些 酌 限 运 
算 获 得 竺 求 图 雪 , 而 这 西 孝 烛 坛 醒 以 最 小 全 。 如 果 用 这 万 法 得 以 把 沿 题 进行 
汉 底 , 则 这 方 鸟 慎 只 巩 分 方程 的 过 界 关 是 的 解 ， 而 这 方程 袁 示 所 研 笠 的 范 油 
的 初 居 的 必要 和 条件。 这 方针 不 刀 可 半 用 到 对 音 隐 存在 的 廿 明 , 而 且 对 近似 计 
算 也 建 建 了 次 际 . 上 恒利 的 方 话 。 上 上面 所 指 的 诛 基 是 攻 解 决 边 掉 间 古 的 著名 
的 里 攻 方 祛 作 基 弄 的 。 我 从 指出 ,这 方 信 在 徽 分 方程 方面 更 广 证 的 推广 是 由 
B. 工 ， 训 列 尔 爹 痊 出 的 ( 工 理 及 和 孩 发 从 批 ，1015 年 ) ; 而 这 推广 其 和 变 分 学 
剖 有 联系 的 ， 昌 黄 的 工作 是 1903 年 在 Journal fiir die reine und Angews 
Mathem,，Bd.，135 上 更 形 的 。 

直接 方法 的 理 座 基础 白 然 亚 用 汉 实 变数 了 数理 论 , 光 其 对 出 微 分 方程 方 
真 来 遂 更 是 这 榜 。 我 们 把 沙 疗 曾 [ 的 于 痊 丰 到 鹤 五 中 。 此 莉 敬 窜 本 接 方 法 的 
许 用 的 几 个 季军 例子 。 我 例 峙 在 边 箱 问题 的 -一 率 中 国 到 这 个 沿 题 。 

， 星 藻 及 加 列 汞 金 方法 的 收 禾 性 和 钥 研 究 惧 及 关于 误 葵 的 全 计 , 在 苏联 熄 学 
案 的 一 邓 玉 工作 中 前 妖 尽 地 加 以 探 和 对。 基 杆 这些 半 是 的 外 述 和 适当 的 央 渤 
文献 的 目录 可 在 开 . 也. 康 及 全 经 青玉 召 . 丽 . 克 雷 洛 赤 所 著 的 (高 等 分 析 的 
和 近 亿 方 证 :一 者 中 找到 。 里 茨 及 B., TT 地 到 针 金 的 坊 潜 的 收 敦 持 的 研究 很 天 
部 份 见于 C. 工 . 米 哈 林 所 闭 的 "数学 物性 的 直接 方法 21950 年 ) 一 壮 中 。 

直接 方 蕉 的 理 往 的 萌 完 与 对 并 的 板 值 苹 区 的 在 在 定理 以 及 它 俏 的 性 均 
的 研 让 之 向 的 联系 ,在 C. 了 I. 过 伯 到 夫 拘 重文 “证 茵 分 析 在 数学 物理 中 的 某 
些 应 用 ”950 年) 中 绰 予 点 因 曲 。 

.98， 例 工 . 我 河 取 [9 细节 中 考察 的 泛 醒 


t 
(257) J (1 = [ penny ta y+ 2 (rydr 


388， 三 307 


且 在 前面 [ 旺 ] 提 过 的 满足 齐 次 边界 条 性 
(258) YO) = = 0 
的 瑟 类 商 数 中 求 它 多 最 小 伸 : 竺 香 像 [95] 攻 中 一 样 , 作 诈 Po >>0 及 和) 0 、 
我 们 知 税 , 满足 方程 4234) 玉 过 愉 条 从 人 255) 的 画 数 wot) 芥 昌 所 提出 的 
关 题 的 朵 。 证 ; 
{2059) HLT Mo tA 
是 任 一 画 孝 和) 这 妈 中 的 责 数 与 它 侧 的 一 八 导 装 一 此 在 区 间 -0， 蕊 内 达 继 , 尼 
们 渴 呈 条 件 (253) 且 疮 性 症 关 的 。 
作 刘 中 的 前 台 个 隔 数 的 弹 入 得 合 ; 它 其 有 芹 时 未 确定 的 党 系数 : 
Ha = st oN 


把 社 检 入 了 积分 亿 S7) 。 在 油 行 积分 之 司 ;我 仇 往 到 如 下 形式 的 畦 果 : 
《的 日) dn= Cun = Daun a + Ba (ay = 0 


从 这 样 条 件 来 确定 系 获 sf" 序 时 求 af 的 陡 满 足 表 达 式 了， 有 配 秆 的 必要 厅 
件 , 沪 党 地 镑 , 亦 即 把 7 对 gm” 的 俩 导数 罕 王 务 。 这 样 一 米 , 我 们 得 到 确定 
fm 的 # 个 一 次 方程 : 


(261) Daa + 0 (il 2 由。 


这 方程 粗 的 行 天 起 司 叶 最 在 习 述 式 人 60) 中 出 更 的 二 次 型 的 科 别 式 ; 末 
上 且 旺 由 束 东 式 (9 十 13 的 积分 产生 的 。 山 于 -所作 的 候 设 , 担 到 的 二 2 次 殊 是 
正定 的 。 事实 上 ， 员 在 # ,==0 的 情况 这 二 深 型 手 亲 以 等 于 咒 ; 而 由 于 湖 涵 
it 的 鳃 性 供 关 性 ， 头 导出 所 有 系数 0 者 等 于 需 。 匈 而 正定 的 二 次 更 的 
剧 串 式 等 于 它 的 特征 秆 的 乘积 这 判 划 式 一 宝 是 正 值 。 于 是 ， 方 程 机 (261) 
的 个 到 式 未 鱼 于 等 ， 我 们 从 这 方程 粗 乒 出 qt 的 确定 收 ， 因而 页 作 测 # 次 近 
要 加 te) 一般 地 芋 , 当 # 增 天时， 已 释 村 算出 来 的 系数 有 店 或 变 。 因 此 兰 皮 
这 些 系 数 时 ,还 对 它 例 附 避 上 标 , 这 芋 标 指出 近 刀 的 号 胡 。 

如 果 注 意 ， 在 表达 式 12607 中 出 素 艾 一 次 型 是 广 定 的 以 度 方程 宜人 6 全) 
有 维 一 解 ， 就 可 以 扬 首 这 三 程 胡 的 解 (2 输出 起 过 式 (所 的 最 小 
和 昔 。 当 关 增 天 时 ,在 更 广泛 的 国 数 汪 中 可 求 出 证 男 的 蝶 小 证 : 因 之 我 州 可 背 
定 : . 
{262) 人 人 dp} GID 时。 
此 外 ;对 于 (C289) 中 有 的 图 濑 和 I 企 何 克 性 粗 合 #7) 。， 


808 全 二 前 、 交 巡 洋 


(263) gf) 一 名 a Hp Ct) 
我 们 有 95 : 
J (2) pT (0) o 


我 从 胡 朋 ,在 关于 图 数列 250) 作 其 卜 假 设 下 ， 痢 数 ytx) 在 区 上 并 [0 避 
上 一 到 收 谣 丁 .上 国 提 刘 的 区 类 fio (77 6 

我 从 就 来 陈 汪 这 些 假发 。 对 于 任何 国 数 站 0 它 本 身 和 它 的 导数 在 区 
并 [0, 如 上 孝 是 回炉 的 , 且 对 于 任何 答 定 的 正 数 5 存在 (259) 中 医 数 这 样 的 
节 了 让 移 性 祖 合 ,这 担 合 应征 下 面 下 等 式 : 


(204) Oo -a wr) | 人 -站 ur) | ee Ol) 


首先 ,我 们 醒 咀 
265) 可 全 -二 了 (oj 
我 们 有 [9B] 
(C206) ， Co (n=l1, 人，3，…) 


却 困 应 用 (2649 到 图 数 %f) = (Cz) ， 且 利用 8 的 任意 性 , 我 个 就 可 断 营 , 对 
于 任何 料 定 的 正 笋 35, 存在 0259) 中 的 画 数 这 祥 的 错 性 相合 (263), 使 了 (2} 一 
一 J yn 于 亲 次 ,由 yml 吕 3 的 作法 ;我 们 用 ww 一 了 撩 及 国立 由 和 82 ， 
可 号 : 当 % 字 加 时 ;J 一 7 二 从 出; 出 于 正 数 的 任意 性 ; 就 推 得 
(265) 。 其 次 ,容易 检 肚 : 


| 
TW) ~ 了 一 下 Coys Wh ~ + yo (Yu) + (ya 0) Jaw+ 


+ | Ep (6) +g are 
在 第 一 积分 内 进行 分 融 积 分 且 注 深 9 二 极 一声 满足 策 件 288) 我 们 得 
到 这 积分 的 胡 达 式 : 
| |- 夺 <) 十 Yo 十 7 | ynae, 
其 而 看 出 邯 浆 的 积分 等 于 竺 ,因此 
可 一 可 =| [eiyn— 2 YD ary 
从 而 : 


_ ] 
(207) Ty) ~ yo) > fp ~ yar o 
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用 #4 正 加 数 p(w 在 区 用 [0y 扩 上 有 风 民 小 箱根 泥人 87) 得到; 

(269) 上 We 
必 局 
其 次 ; 布 昌 本 柯 于 斯 此 不 等 式 给 出 : 
局 了 亚 

| 加 一 ga 一 I Co 0 ez| < bz ， Et {oh fn) 2 

因而 想 杞 人)， 得 : 
nl Vo, Or), 


队 而 ;由 于 (265), 推出 在 区 并 [正二 gr (9 一 雍 收 铸 于 yo(2) 。 
我 们 证 骨 ， 满 趾 条 件 (258) 的 画 数 : 

(269) Wn 0) 一 in 至 1 2 3 :9 

坦 满 足 条 件 (264) 。 


把 在 区 并 [0; 刀 内 的 已 知 栈 数 网 和 位) 腿 体 两 数 式样 拓 习 到 区 前 上 一 7 0] 
上 。 半 于 任何 葵 定 的 正 灼 n 求 出 这 样 三 角 多 项 起: 


六) 二 rp 十 er GO3 kx, 


妃 
使 [II; 164]: 

(270) DT (lr +D), 
其 中 : 


“= 地 T(r de o 


然而 从 270D 推出 了 (中 一 多) 十 Fe) 共 中 | 了 | 志 %y 因 之 ; 如 果 和 注意 
V0) 一 yt) 二 0, 就 得 到 : 


co= 了 | (i ry 
从 而 [cool 专 19 因 之 从 但? 中 推 得 : 
Jum) -le 也 ?号 A | 蕊 十 co) 志 21 


六 池 写 的 志 式 队 0 到 了 积分 ,得 到 ， 


TH 1 本 rr 和 
{ry ~ i dx Sin 2 


Tr rr it 
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且 取 4 一 -zy ?我们 得 到 1269) 中 的 图 数 抱 秋 性 和 全 : 


EL cy sin 下 开 半 
i i 


这 租 合 注 足 条 从 (204) 。 
完全 类 位 地 ， 利用 着 巡 种 醒 数 的 多项式 迫近 定理 , 可 以 征明 下 面 豆 数 
列 : : 
Ute) te, (FE=1, 2, 3; +") 
所 满足 条 侠 C254)。 显 然 ) 革 天 中 人 向 记 有 国 笋 出 满足 条 件 (2581。 
2， 里 区 方法 的 收 雍 性 的 证 明 对 仿 微 分 力 程 未 祝 有 更 天 的 困难 , 因而 改 


阻 于 特例 来 许 论 。 

考察 由 不 等 成 0<z<s 及 0&yser 位 定 的 正方 形 B 的 情况 的 普 阿 从 方 
程 ; 
《371 Warr es = ys 


汪 取 待 求 图 数 w 在 檬 到 的 正方 彩 的 境界 1 .上 等 各 作 为 边界 条 作 。 我 们 设 
已 知 羡 数 gtx, 急 在 正方 形 召 办 可 展 为 寓 里 翅 括 灼 ; 


《7 {ry) = eps SI pa sin guyy 
并 囊 积 数 号 1oro| 是 收获 的 。 

方程 27) 是 积分 : 
(273) J =| | Oe 十 29 
的 龙 垃 方程。 在 这 里 待 求 丽 数 是 十 个 自 谈 各 的 画 数 ， 因此 让 然 轴 关于 倍 角 的 
正 下 的 一 重 客 数 的 部 份 和 的 形式 素 求 近似 解 ; 
(274) um = D1 人 any Sin pe sin gy o 

mm] 


拒 们 用 来 展开 近似 解 的 基本 图 数 显然 都 议 足 边界 条 件 。 稀 吉 法 式 (274) 
代 人 和 人 :27 汶 的 积分 中 , 且 利 用 三 角 画 数 的 并 积 的 积分 的 已 知人 式 ， 得 : 


和 4 Le 1m 了 
Ee Cn) = 之 人 b+ diate +2 > rape 
把 上 硬 雪 达 式 对 me 的 导数 等 于 零 , 我 们 中 出 等 求 系 妾 的 下 面 坊 法 式 
"a ~ 


在 这 里 ， 至 数 的 值 不 依 顿 了 近似 的 号 福 ， 因为 当 这 号 砸 增 大 时 已 赤 订 算出 来 
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的 系数 保持 不 变 , 因 之 到 征 限 后 我 全 导出 下 面 画 数 : 
C270) tr 的) 一 3 nin pe Sin yue 


A 
加 时 注意 到 融 狐 已 |ra; 的 疏 笋 重 , 旭 不 难看 玉 般 数 (27 辐 可 以 对 自 变 
景 责 次 深 项 微分 。 从 而 立即 推出 (275) 中 的 画 孝 确实 请 足 方程 (271) 。 边 异 
条 件 的 满足 基 很 明基 的 。 所 汝 出 仿 关 十 只 有 唯一 解 。 事 实 .上 ,如 果 存 在 雨 个 
丽 数 mm 及 tn 都 请 中 方程 (271) 及 边界 条 件 , 则 它们 的 差 记 满足 握 普 拉 固 广 
程 , 且 在 正方 形 妞 的 境界 上 这 差 邹 于 需 。 从 而 立即 推出 [II; 184] 这 头 昼 等 
于 零 。 
3， 现 在 考察 方程 的 右 庙 是 输 定 的 利 的 博 驳 
rr Hy = 
各 对 于 由 不 等 式 一 4? 二 07 一 9<Yy 窒 十 4 确定 的 正方 形 3 肉 在 和 上 例 一 
桩 的 边界 条 件 下 求 这 方程 的 名。 
在 这 里 (273) 中 的 积分 是 : 


《2767 了 人) -|| ar +2cn) drds o 


我 全 对 律 求 辆 数 求 求 变量 z 及 的 多 项 式 形 式 的 近似 表达 式 , 而 为 了 时 
请 足 边 界 条 件 , 在 多 午 筑 上 基 子 (他 一 的 ( 呈 -的 ) ,也 就 是 , 设 
二 之 py 


出 于 正方 形 请 移 对 称 i 氏 在 所 号 的 多 项 民 中 ， 只 须 保 留 售 有 自 变 重 的 例 
次 每 的 匡 。 此 外 ， 宙 于 局 们 的 对 称 性 ， 必 须 证 为 多 项 式 是 关于 雨 个 月 变量 对 
穆 的 。 取 需 次 托 的 多 项 式 是 : 

名 和 一 Or 2 全 和 
将 这 无 还 式 代 大 5270) 的 积分 中 进行 积分 用 把 对 鸣 的 导数 罕 丁 堆 , 我 们 得 
到 “的 十 : 


- 
ty 
ry 3 

Li 


oo 
cd 
众 右 深 涝 机 1 统 : 
2 一 《3 一 6 (ya) ratd + a tr? ty) jo 
讶 行 前 面 册 识 的 运 千 ;多 天 或 隔 邓 数 有 以 下 绝 粮 习 : 
中 ;a J] 3 a 


可 证 -一 一 看 一 
IG BF a 性 


